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Alle Eechte vorbehalten, einschliesslich des 



VOKWORT. 



ich den dritten und letzten Band der mathematischen 
\\Tk' Vatr, 1,. Kw'HH, der Offentlichkeit Er enthalt die letzten 

Arbi'iton, die der Vercwigte vom Jahre 1888 an bis m seinem 
Twl* ii mifnjtltrlit, hut, <U drei gedruckten Akademischen Reden aus den 
J i tliifii IS73, is'Mi, t iioo mid dicjenigon Nachrufe, die er in seiner Eigenschaft 
aN ttr flfM Jcmriistk fur die reine imd angewandte Mathematik ver- 

f.iv.t hai. I In* iiHhtktioni*He Arbeit dieses BandeB wurde in derselben Weise 
wir ilii* i!i*r }tif!i*it I'fHten Bitnde durchgefuhrt. Auch hier sind die Abhand- 
hniKru mi \Vr*ti*tttlii*hrn uuveriindcrt wiedergegeben worden. Alle bemerkens- 
ui*fthrn Ahiiiiiit*niiigi*it uud aille HonHt nothwendigen Angaben findet man in 
ill ii Aiiiiirrkniigrii^ dit* den mnzclncm Arbeiten folgen, 

Iv* i*4 iiisr i in Hrdftrfniii, an dicncr Stclle alien denen, die mir bei der 
l^rnrklr^iiiig ihrr HilfV hub(u xu Thai! warden lassen, meinen herxlichsten 
ll;iiik yti ^yi*n. lli^i der Erviion cler Abhandlungen hat mich der andere 
Hrran^fi^MT^ llrrr L, S< III,KSIN*KR, durch Heine werthvollcn Rathschlage tinter- 
^fiif/f, Hi*rr If, Vimr liut wit*derum die in franxosischer Sprache verfassten 
Ntiti'ii iL\III f I, XVI) in apraohlicher Hinsicht revidirt und mein Freund 
II, Ij'Mhi, hut rim* Corrwtur der Dnickbogcn gelescn- Vor allem aber richtet 
Mi-h nitiii an Htfirn I*. HKKFTFR fur "die trene Sorgfalt, mit der er mir 

bi'i ilrr Dun-liMicht uucl der Corrector aller Arbeiten in so wirkungsvoller 
\\riw hut m Thcil werden lassen. 

KH win urnprtingHrh gaplant, dass den Abschluss dieses dritten Bandes 
Arbeiten meines Vaters bilden soUten. Eine genaue 



VI VORWORT. 

Durchsicht des handschriftlichen Nachlasses hat mir aber gezeigt, dass zur 
Zeit druckfertiges oder leicht druckfertig zu machendes Material nicht vor- 
handen 1st. Da es aber gewiss nicht im Sinne des Entschlafenen ware, 
Unfertiges der Offentlichkeit zu iibergeben, so musste zunachst von einer 
solchen Veroffentlichung Abstand genommen werden, wenn die Herausgabe 
dieses Bandes nicht auf unbestimmte Zeit verschoben werden sollte. 

Die am Schlusse dieses Bandes befindlichen von Herrn SCHLESINGER ange- 
fertigten Register des ganzen Werkes sollen seine Benutzung erleichtern. 

Schliesslieh sei auch an dieser Stelle der Verlagsbuchhandlung fur ihr 
freundliches Entgegenkommen und fiir die vornehme Ausstattung der Bande, 
durch die sie dem Verewigten ein auch ausserlich schones Denkmal gesetzt 
hat, der Dank der Herausgeber ausgesprochen. 

Halensee bei Berlin, im October 1908. 

RICHARD FUCHS. 
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LIV. 

ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFPEREOTIALGSLEICHUNGEK 

(Sitznngsbericite der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zn Berlin; 
Einleitung and No. 1-7, 1888, XLH, S. 1115-1126, vorgelegt am 1. November, ansge- 
geben am 8. November 1888; No. 8 15, 1888, L, S. 12731290, vorgelegt am 13. De- 
cember, ansgegeben am 20. December 1888; No. 16 21, 1889, XXXVI, S. 713 726, 
vorgelegt am 18. Juli, ansgegeben am 25. Jnli 1889; No. 2231, 1890, II, S. 21 38^ 
vorgelegt am 9. Jannar, ansgegeben am 16. Jannar 1890). 



Die folgenden Entwickelungen bilden einenTheil von TJntersucliungen, [1115 
welche ich iiber lineare Differentialgleichungen angestellt habe, und welche 
ihren Ausgangspunkt von den folgenden Erwagungen genommen haben. Es 
sei y^y*-) -">y p ein Fundamentalsystem von Integralen einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung p iQr Ordnung, deren Coefficienten rationale Func- 
tionen der unabhangigen Variablen x sind. Es seien y^ %,...,% h willkiir- 
liche Elemente aus der Reihe y^ y^ ...,y p , und es werde eine Determinante 
von A 2 Elementen gebildet, deren Horizontalreihen ans den Ableitungen gleicher 
Ordnung von y 1? y s , -., y p bestehen. Die Ordnung dieser Ableitungen sei 
durch eine der Zahlen 0, 1, 2, . .., jp-1 bestimmt und sei fur die verschiedenen 
Horizontalreihen verschieden. Solcher Determinanten konnen wir 



bilden. Bezeiclinen wir dieselben in irgend einer Reihenfolge mit u^ u^ w a , . . . , u __ l9 

Fuchs, mathem. Werke. IH. 1 



2 ZTJB THEOBIE DEB LMEAREN DlDPFBEBNTIALGLEICHUNGElSr. 

so ergiebt sich fur diese Functionen das System von Differentialgleichungen 

dx * a ** * *~ l *~~ 17 

wo A. A , . . , A l rationale Functionen von x bedeuten. Aus diesem Sy- 
steme konnen wir demnach fur jede der Functionen u^ eine lineare homogene 
Differentialgleichung q** Ordnung mit rationalen Coefficienten herleiten. 

Das Folgende beschaftigt sich mit der Untereuchung dieser Differential- 
gleichungen, unter der Voraussetzung, dass die Ordnung p der vorgelegten 
Differentialgleichung eine gerade Zahl 2n 1st, und sie bezieht sich auf den 
Fall, dass K == n gewahlt wird. 

In einer folgenden Mittheilung beabsichtige ich eine Fortsetzung der 
gegenwartigen TJntersuchung und eine Anwenclung zu ver5fFentlichen, welche 
ich von derselben gemacht habe, und die Ziele darzulegen, welche ich dabei 
im Auge gehabt. 

I. 
1116] Es seien die Coefficienten der Diffcrentialgleiclning 

(A.) 



rationale Functionen von %. 

Sind y v y^ ">y n n von einander linear tinablian^g^ Intcgrale der Glei- 
chung (A.), so wollen wir eine D(rtonninantc k mit n* Kiementen l)ilden, dercn 
Horizontalreihen aus den Ableiturigc^n ploirlnrr Ordnnnf? von ?/,?/,, .. M y 
bestehen. Die Ordnung clicBer Al>loitungtn Hen <ttiroh etne cler Zahlen 
0,l,2,.. M 2n 1 bestimmt und nri fiir die venw-hii'dcnen Horizontalreihen 
verschieden. Solchcr Dcterniinanten konnon wir 



bilden. Bezeichnen wir dieselbcn in irgen<l einc fc r Reihonfolge mit ?/ , w f w , .. M u v 
und setzen nur fest, daas w dicjenige unter dienen I)<tmninantc?n sci, in 
welcher die Ordnungen der Ableitungcn in den v(rHchi*dc*nen Hori/iontalreihen 
der Eeihe nach 0, 1, 2, ...,# 1 sind, und welche wir die Han p tele ter- 
minante von y t , y f , ...,& nennen wollen. 



ZUB THEOHIE DEB LINEAREN DEPFERENTIALGLEICHUNaEN* 3 

Bedeutet # l5 # 2 , ..., # n ein anderes System von n linear unabhangigen Inte- 
gralen der Gleichung (A.), so mogen diejenigen Determinanten, welche aus 
u^ u^ ..., u v ^ hervorgehen, wenn an Stelle von y^ y^ ..., y n bez. # x , # 2 , *. M # n 
gesetzt werden, bez. mit v , v l7 --., ^ bezeichnet werden. 

Bezeichnen wir ferner die Hauptdeterminante der 2^ Integrale y t , y a1 ..., j/ w ; 
^,^ 2 , ...,^ n mit A, so ist*) 

(B.) -A- Oe--^*, 

wo C eine Constante bezeichnet, welche von Null verschieden ist, wenn 
y^t y i ! Vni 0^*11 > * n e ^ n Fundamentalsystem von Integralen der Gleielmng 
(A.) ausmachen, dagegen den Werth. Null annimmt, wenn dieses nicht der 
Fall ist. 

Zerlegen wir A in eine Summe von Producten aus Partialdeterminanten 
w ter Qrdnung, so erhalten wir unter Berucksichtigung von (B.) zwischen 
u , w,, ..., ^; , v t , .-., Vi die Elation 

(C.) A = 2^^=^^^, 

wo die Vorzeichen nach bekannter Regel zu bestimmen sind, und wo C den 
P oben bezeichneten constanten Werth hat. 

2 - ' 

1st y^ / 2 , ..., 2/ Jn ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung [1117 
(A.), bilden wir die v Combinationen derselben zu je n und setzen in ^ 
(No. 1) an Stelle von y^ y^ ..., y n je eine solche Combination, so erhalten 
wir v verschiedene Grossen u v welche wir mit ^,^,...,11^ bezeichnen 
wollen, indem wir festsetzen, dass Vi-iM aus den J e]ai g en F^ctionen y k ge- 
bildet werde, welche vom Systeme y t , y f , ..., % M iibrig bleiben, nachdem hier- 
von die zur Bildung von u^ zu verwendende Combination weggenommen 
worden. 

Wir bilden die Determinante 

p = - 



*) Siehe meine Arbeit in BORCHARDTS Journal, Bd. 66, S. 126130 l ). 



AbK VI, 8. 164168, Band I dieser Ausgate. B.F. 



4 ZUB THEOBIE DBE 

Da 

hv*l = K-i-*i>-i-4! 

so ergiebt sich 

(2.) - ^* = \*&\\*v-+-l*.*-l-l\- 

Vollfuhren wir die Multiplication der bciden Deter minantcn rechterhand, so 
erhalten wir' unter Beriicksichtigung der Gleichung ((1) eine Determinante 
mit v Elementen, deren Diagonalglieder, von einem constanten 

Factor, den Werth i~^ annehmen, die iibrigcn verschwinden. 

Demnach ergiebt sich 

^.i/^cfc 

.(D.) P- 6% ^ 

wo C erne von Null verschiedene (.'onBtante becbtttet 
Aus Gleichung (D.) folgt 

I. Die Determinante P ist nic.ht Itleiitisrh Null. 
- Sei 

(3.) . <P O M O + ^ w t + - + ?,,,! ,,! = o 

eine Gleichung, wclche fur jede beliehigc* Combination //,, // fl . . M t/ n bcatehe, 
so ist demgemass auch 

(4.) ?ote + ?.w/ I +'- + 'f,.. I w/.,.., ^ - fl --,K. ..,-D 

Da aber die Determinante P dirHrr Ulrichun^t'ii mit drn Uulx^kannton 

cp o1 cp a , ..., cp^ nach Sate I. von Null vrrsrhirdrn ist, si* muss 

? = 'ft - ; "" ^ ?, i ' 
sein, d. h. 

II. Zwischen w , w,, ..., w,., kaini nicht rini' fiir jrdi* Combination 
y^y^-^yn 8^^^ e linearo hetiio^riM* Kt*lutiou h-rnf i*h<ii, 

Differentiiren wir W A und < fc rct/,c*u dii* Ablritungrn von // t , // jf . -.t//i deren 
Ordnung 2n oder grSvSser als 2/*, durrh ibrr mis cirr (ilrirhuntf (A.) Rich er- 
gebenden Ausdriicke in den A}lc*itungeii ni<'drifj<*n*r Ordnun^t H > rrhalten wir 



-- Aoo.. -"- a, 
worin 9^. rationale Functionen von r br*cleiiteii. 



ZUR THEOKIE DER LINEABEN 



Aus diesem Systeme von Gleichungen ergiebt sich, dass auch die hoheren 
Ableitungen von u^ lineare homogene Functionen von u^ u^ ..., w^ sind. Es 
sei insbesondere 



wo ^rationale Functione.n von x sind, so bleiben diese Gleichungen 
stehen, wenn wir in denselben .u duxch u lo nnd u^ duxch u u ersetzen. Be- 
zeichnen wir die Hauptdeterminante der Functionen w oo , u^ U ZQ , ...j-^ mit 
d, so ist nach den Gleichungen (l.) und (F.) 



wenn wir die Determinante 



setzen. Aus Gleichung (D.) folgt daher: 

III. Die Determinante ft ist dann und nur dann Null, wenn 
die Determinante Q verschwindet. 

3. 

In den Gleichungen (F.) mogen dem k die Werthe 1, 2,...,y beigelegt 
werden. Aus dem entstehenden System von v Gleichungen eliminiren wir 
1? u^ ...,w y __ l , so ergiebt sich, wenn wir u statt U Q setzen, als Kesultat der 
Elimination 



wo P 1? ..., P, rationale Functionen von x bedeuten. Diese Differential- 
gleichung wird durch die v Functionen w 00 , u 10 , ..., u v ^ befriedigt. 

Ist die Determinante Q identisch Null, so konnen aus den v Gleichungen, 
welche aus (F.) fiir k = 0, 1, ..., v-1 zu bilden sind, u^u^ ., ^ eliminirt 
werden. Wir erhalten alsdann als Resultat der Elimination eine Diffe- 
rentialgleichung fiir u niedrigerer als i/ ter Ordnung, welcher die Functionen 
u <u , . . . , u geniiffen miissen. Ist aber Q von Null verschieden, so ergiebt 

00' 10' ' Vl t '.Q O O 

sich aus Satz III. vor. No. , dass die Differentialgleichung, welcher diese Func- 
tionen geniigen, nicht niedriger als v ter Ordnung sein konne. Denn da ft von 



g ZUR THEOEIB DEE UJCEABEH 

* 

NuU verschiedeii 1st, so 1st das Bestehen einer Mneaxen homogenen Relation 
1119] mit constanten Coefficients zwischen ., --M *,-t, ^usgeschlossen*), 
eine solche Relation wiirde aber aus der Annahme, dass diese Functionen 
einer Differentialgleichung niedrigerer als v^ Qrdnung genugten, hervorgehen 
mizssen. Wir haben also das Resultat: 

I. Die Functionen , u lo , ..., u v _ lQ genugen einer linearen ho- 
mogenenDifferentialgleichiung mit rationalen Coefficienten. Die- 
selbe wird erhalten, wenn wir in (F.) successive & = 0, 1,2,... setzen 
und aus den entstehenden Gleichungen M I? n 8? ...,w f-l eliminiren. 
1st Q nicht identiscb Null, so wird die Differentialgleichung genau 
i?" Ordnung [Gleichung (H.)], und es sind , * 10 , ..., tr,^ ein Funda- 
mentalsystem derselben. 1st aber Q identisch Null, so wird die 
Differentialgleichung, welcher u mJ u lol ..., u^ ^ glcichzeitig genugen, 
niedriger als i/ Ur Ordnung. 

4. 

Es'werde vorausgesetet, dass Q nicht identisch verschwindct. 
Alsdann folgt durch AuflSsung der Gleichungen (F.) (welche fur 
ft = 0, 1, ...,v 1 entstehen), fur die Unbekanntcn i^ 



wo 1^" ^ ^ S 68 ^ 21 * worden, und wo 5^ rationale Functionen von a? bcdeutexx. 
Die Gleichungen (J.) bleiben bestehen, wenn wir n i (lurch % und nf 
durch w* ersetzen. Machen wir diese Substitution fUr / = 0, 1, ..., v 1, mul- 
tipliciren die Gleichungen successive mit den Constanteii y , y t , ...j y,^ und 
setzen 



( 2 . <*i 

wo u^ mit ^ iibereinstimmt, so folgt 

( 3 ^ 



*) Vergl. meine Arbeit in BORCHAEDTS Journal, Bd. 66, 8. 126 ISO *), 



i) Abh. VI, 8. 164-KJ8, Band I dieser Ausgabe. B, P. 






ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFTBRENTIALGLMCHtOSTGEN. 

wo wiederam 



* 

dx k 



gesetzt 1st. 

Wir bilden nunmehr den Ausdruck 



f/< wo das Vorzeichen des Gliedes w^w^^ mit dem Vorzeichen des Gliedes 

I; u i v v-i-i * er ^ Grleichung (C.) auftretenden Summe iibereinstimmen soU. Aus 

f Gleichxing (2.) folgt, dass E die Gestalt 



annimmt. Die Coefficienten J. . haben die Form 

ap , . 

( 6 Aaf = S * v a tf ft .-1-^ + 2 V "<* ^-- 

Mit Riicksicht anf die im Anfange von No. 2. fixirte Bedeutung der 
Functionen % folgern wir aus Gleichung (C.), dass die Summen rechterhand 
in Gleichung (6.) yerschwinden, wenn nicht /3 = v 1 . 1st aber j3 = v 1 a 
so werden diese Summen einander gleich und bis auf einen nicht ver- 

schwindenden constanten Factor gleich ^ x . Hieraus ergiebt sich 



E = r 

wo r eine Constante bedeutet. 

Substituiren wir far die w t in E Gleichnng (4.) ihre Ansdriicke durch 
die Gleichung (3.), so erhalten wir 



wo P - rationale Functionen von x bedeuten. Aus Gleichung (K.) ergiebt 
sich daher der Satz: 



T 

\ I. Setzen wir in der quadratischen Form 



fiir u ein willkiirliches Integral der Gleichung (H.), so wird das 
Resultat gleich e ~~ fpl( ^ multiplicirt mit einer Constanten. Der 



8 ZtFB THEOBIE DEB I^BJJEIEN BIFFEEENTIALGLEICHIINQEN. 

Werth dieser Constanten ist von den Anfangswerthen des Inte- 
grals u abhangig. 

Substituiren wir in Gleichung (HO 

(80 
so haben wix 

(9.) * = e 

zu setzen wo t = -^4 un( ^ wo ^ rationale Functionen von x bedeuten. 
Die Gleichung (H.) transformirt sich in 



wo JRj, JR 2 , ..., R v rationale Functionen von x bedeuten. 
Die quadratische Form Z wird 

(100 Z = * 

wo 



R , rationale Functionen von x. 

a? 

1121] Aus Satz I. ergiebt sich 
II. Setzen wir in 

/ r ' \ r l f - . XT' 7? 

(L /J ==: ZiapMap 

fiir t ein willkurliches Integral der Glelehung (II'O, HO wircl dieser 
Ausdruck einer Constanten gleieh. Der Werth dioner Constanten 
ist von den Anfangswerthen des Integrals t ahhiiugig. 
tTbrigens ergiebt sich aus der Gleichung (80, dans 

(120 Hi = ~lvPi+*\- 

Andererseits ist*) nach Gleichung (GO 

- dlogP dlogQ 



(130 



dx dx 



*) Siehe meine Arbeit in BOECHAEDTS Journalj Bd. 66, S. 128 1 ). 



i) Ath. VI, 8. 166, Band I dieaer Ausgabe. B. F. 
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also nach Gleichung (D.) 



folglich ergiebt sich aus (12.) 



5. 

Aus Gleichung (L.) folgt durch Differentiation 

(1\ dZ ' 6Z ' * , j? 

1 ' cte ~ ar- 1 ' + ? 

wo JR eine gauze homogeae Function zweiten Grades von t, f , ..., J^" 
rationalen Coefficienten bedeutet. Setzen wir fur t seinen aus Gleichung 
(H'.) sich ergebenden Werth 

(2.) t w = - B t ^~ 1} - E 2 * cv - 2) ----- E v t, 

so ist nach Satz II. voriger Nummer 

cfJ f 
(3.) = ^ Wv ^.[R it - + R 2 t- + ... + R v t] + It. 

Diese Gleichung ist eine identische. Denn t bedeutet in (2.) ein beliebiges 
Integral der Gleichung (H'.), dessen Anfangswerthe fiir einen beliebigen Werth 
x = a? o , = , i f = ^, . . ., ^" x) = ^ l "" 1) willkiirlich wahlbar, zwischen welchen 
also eine Relation nicht stattfinden kann. 

Subtrahiren wir (3.) von (1.), so ergiebt sich demnach, dass id en- [1122 
tisch fiir jede beliebige Function t 

fl r / r r)7' 

(M.) * = 5r [ + a 1 ^ + ... + jz > , < ]. 



Nach Satz II. voriger Nummer wird die rechte Seite dieser Gleichung identisch 
Null, wenn fiir t irgend ein Integral der Gleichung (H'.) substituirt wird. 
Setzen wir demnach 

r$7 r 

(K) ^ = M = 8 f + S^-* + -. + flU*, 

wo ^ ? ^i? ' ^-i rationale Functionen von x, so ergiebt sich der Satz 

Fuchs, mathem. Werke. III. 2 
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I. Bedeutet t irgend ein Integral der Gleichung (H'.), so ist 
M ein Multiplicator dieser Gleichung, oder was dasselbe besagt, 
es ist M ein Integral der zu (H'.) adjungirten*) Differential- 
gleichung. 

Bilden wir die successiven Ableitungen von M, indem wir die Ableitungen 
Ton *, deren Ordnung gleich oder grosser als v, vermittelst der Gleichung (H'.) 
auf die Ableitungen niedrigerer Ordnung reduciren, so ergiebt sich 



Setzen wir Herin k = 0, 1, ..., f-l und bezeichncn ein Fundamentalsystem 
yon Integralen der Gleichung (H'.) mit ^, *,,..., < r die nach Gleichung (N.) 
zugeborigen Werthe von If bez. mit Jf t , M ft ..., lf yl so wie die Haupfc- 
determinanten von * x , * tl ...,* v und von Jf , Af t , .. ., M bez. mit T uncl M, so 
ist den Gleichungen (4.) gem ass 

(5.) M = /i w |T. 

Der' zweite Factor auf der rcchten Heiti! ist von Null verscliicden, weil 
t,t y ...)t v ein Fundamentalsystem Widen**), folgllrh ist cli< Hauptdetermi- 
nante M der Functionen Mj, Af a , ..., If gli.'ichxritig inif ! AI ! Null oder von 
Null verschieden. Ist aber M von Null vtTsrhit*dn, so inf 3/ p 3/ al ... 7 If 
ein Fundamentalsystem von Intograhni der y.u (FT.) adjniigirffit Differential- 
gleichung***). Wir crhalten also den Sat/: 

II. Die v Funetionen 3/ 1? If,, . . ., M t , \\i*l'hr ;ius (ilrirhitng (N.) 
hervorgehen, wcnni { chireli die KlnniMite i'ines l ; n iiflaiiifiital.- 
systems ^,^, ...,^ v von Integralen der (i l*iehu 11*4' ( H'.) ersrtxt wird, 
1123] bildeii ein FunduintMitsilsystein \mi I nt i i irra 1m der 7/u (IT,) 
adjungirten Differentialgleieli uujjr cnler MI* Uilileii ein solches 
nicht, je nachdem \a u \ von Null verschieden, ler jrleieh Null. 



*) Diese Bezeichnung in clem Siinie gt'iiciiiiriirjn, w<')rh*-n irii di-r/^'lbfii In iiii*!iiir Arbeit 
Journal, Bd. 76, S. 188 beigelegt babe l ). 

**) Siehe meine Arbeit in HORCHAUDTH .Journal, lid. tti; S. liiii i:;0 a i. 
***) Siohe ebcndaselbst. 



i) Abh. XVI, 8, 4U, Band I dieitr Awgabe, E, F. 
a) AbL VI, S. 104-168, Band I diwtr Ausplis. E, F. 
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1st \a M \ nicht Null, so konnen wir aus den Gleichungen (4.) (wenn da- 
selbst k = 0, 1, ..., o/~l gesetzt wird) ,',..., f' 1 ' als lineare liomogema 
Functionen von^ Jf , JIT, . . ., MT* mit rationalen Coefficienten bestimmen, 
wenn Jf (ft) = -^ gesetzt wird. Da nun jedes Integral i der Gleichung (HV) 
ein Multiplicator der zu (H f .) adj ungir ten Differ entialgleichung 1st, so erhalten 
wir als Correllat zum Satze II den Satz 

III 1st \a m \ von Null verschieden, so sind auch. die Multipli- 
catoren der zu (HV) adjungirten Differentialgleichung lineare 
homogene Functionen mit rationalen Coefficienten derlntegrale 
M dieser Differentialgleichung und ihrer Ableitungen. 

6. 

Es sei T t , x a , ..., T f ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(H'.) von der Beschaffenheit, dass das Element i k zu M k adjungirt ist*) ? so 
haben wir die Gleichungen 



(2.) Srt-MT* = 

i 

Wir substituiren in diese Gleichungen die Ausdriicke (4.) voriger Nummer, 
indem wir daselbst successive t = ^, t = t^ . .., # = ^ setzen. 1st 
Null verschieden, so konnen wir A , ^, ..., A v _ x so bestimmen, dass 



von 



Multipliciren wir dann die Gleichungen (1.) successive mit A , JL l? ..., A v-2 , die 
Gleichung (2.) mit A^ und addiren sammtliche Gleichungen, so folgt 

(0.) S**T m = Vx, 



*) In dem Sinne, welchen icli dieser Bezeichnung in meiner Arbeit BORCHAKDTS Journal, Bd. 76, 
S. 183 beigelegt habe 1 ). 

**) Siehe die Arbeit des Herrn FKOBENIUS, BORCHARDTS Journal, Bd. 77, S. 249. 



i) Abh. XVI, S. 421422, Band I dieser Ausgabe. R. F. 

2* 
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wo V, eine rationale Function von & Die linke Seite der Gleichung 

(O.) ist eine quadratisehe Form von * s , * f , ..., t v mit constanten 

Coefficienten. 

1124] Wiirden wix in den Gleichungen (3.) successive J=l, 2, . ..,*-! aus- 

schliessen und die ausgeschlossene Zahl in der Gleichung (4.) an Stelle des 

zweiten Index wahlen, so erhielten wir durch einen ahnlichen Process 

;;.. ,(p,) S.T.4 -A it , 

V 

: " - f O > 5L^C = *y-iil 

l u iv ^J r-i,ii 



i 

wo A , V 12 , ..., V lf ,^ sammtlich rationale Functionen von x bedeuten. 
Diese Grleichungen konnen tibrigens auch direct aus Gleichung (O.) 
werden. 

Zu diesen Relationen fiigen wir eine anclere hinzu. Wenn wir die iinke 
Seite der Gleichung 



(5.) 



y, ?/, 



?/. 



nach Producten von Partialdeterminunten w ter Ortlmmg ordnen, so crhalteu 
wir zwischen den Elementen dcs Fundaincntalsystcins w w , // w , .. ., ,_, von 
Integralen der Gleichung (H.) die homogeiH' (i Icichung xvvciten (Irades 



wo die Vorzeichen auf bekannte Weise xu bestimmen .sind. 
Setzen wir gemass Gleichung (8.) No. 4 



(6.) 
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so verwandelt sich (P.) in 







Nach Gleichung (M.) hat die Function II die folgende Eigen- 
schaft: Sie nimmt einen constanten Werth an fiir solche Func- 
tionen und nur fiir solche, welche entweder einer linearen [1125 
homogenen Differentialgleichung (H'.) *> ter Ordnung oder einer 
solchen Differentialgleichung, 

(1.) M = 

(i; l) ter Ordnung Geniige leisten. Wir wollen zum Beschhiss dieser 
Notiz die Gestalt einer Function Z', welcher diese Eigenschaften zukommen, 
etwas naher charakterisiren. 

Nach Gleichung (N,) konnen wir setzen 

I U. J gy Q "** ' 1 > 

*b 

wo It' eine homogene Function zweiten Grades von t, t\ . . ., tf v ~* mit ratio- 
nalen Coefficienten bedeutet. 
Sei 

(3.) -fa- "Qf^o + ? 

wo R' eine homogene ganze Function von t, ', ...,i (v ~ 2) . 

Aus der ohen angegebenen BeschafFenheit von Z' und aus Gleichung (2.) 
ergiebt sich, dass U i einen constanten Werth erhalten muss, wenn fiir t ein 
Integral der Gleichung (1.) gesetzt wird. Demnach folgt aus Gleichung (3.): 

(4.) = -^ 



1st 8 von Null verscMeden, so 1st diese Gleichung wieder eine identische. 
Denn t ist ein willkiirHches Integral der Gleichung (1.), es konnen daher die 
Anfangswerthe von t, ', ...,f~ s) willkiirlich gewahlt warden, demnach kann 
zwischen diesen Grossen eine Relation nicht stattfinden. Subtrahiren wir 
Gleichung (4.) von Gleichung (3.), so ergiebt sich die fiir jede beliebige 



CARNEGIE iNsrmr 

Of TECHNOLOGY LIB! 
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Function t bestehende Gleichung 



Setzen wir 

fl7' 
(N'O -^S) = Jfi = T * (V ~ 2) + ^ * ( "~ 8) + ' ' ' + T,_ f *, 

so folgt: 

1st i irgend ein Integral der Gleichung (t.), so 1st M t ein 
Multiplicator dieser Gleichung, ' un,d die Function Z' x hat fol- 
gende Eigenschaft: Sie nimmt einen constanten Werth fiir solche 
Functionen t an und nur fiir solche, welche entweder der Glei- 
chung (1.) oder der Gleichung 

(5.) M, = 

Geniige leisten. 

1126] Nach Gleichung (N'.) konnen wir setzen 

(6.) Z; = _ 



wo Z^ eine homogene ganze Function zweiten Grades von ,<',..., i"'""* be- 
deutet. Indem wir an Z/ die obigen Schliisse wiederholen und so fortfahrcn, 
gelangen wir schliesslich zu folgendem Resultate: 

Die quadratische Form Z ; lasst sich im Allgenieineii anf die fol- 
gende Gestalt bringen 

(Q.) z' = + 



Hierin sind $f , M l? . .., M v _ x lineare homogene Functionen ciner 
Variablen t und ihrer Ableitungen nach x mit rationalen Coeffi- 
cienten, und zwar ist M k von t, t', ..., i " 1 ""*' abhiingig. Es ist fcrner 
M 4+1 ein Multiplicator der Differentialgleichung 

(E.) Jf 4 = 0, 

wenn in lf Hi fiir t ein Integral dieser Gleichung gesetzt wird. 
Die Grossen a o , a i? .. ., o^^ sind rationale Functionen von #, namlich 
a & der Coefficient von # T " >1 "* ) ira Ausdruck von M y Endlich ist 

K, 



o [/' g ^-^ f] 
_2 a r~2r ~~ TT" ^ 
L ^ a v -i J 
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Die Form (Q.) setzt voraus, dass die successiv zu bildenden Ausdxiicke 
jjf , M^ . .., M v ^ die Ableitung hochster Ordnung von i, welche sie noch ent- 
halten konnen, auch wirklich en t ha It en, dass also keine der Grossen 
, <*!> -7 a r -i verschwindet. Wenn diese Voraussetzung nicht erfullt ist, so 
nimmt Tl andere specielle Formen an. 



Bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (H'.) mit H(fy und [1273 
bedeute M(f) den durch. Gleichung (N.) gegebenen Ausdruck, alsdann ist 
nach Gleichung (M.) 

fl 7' 

(1.) . 



Sei jH"'(0 der zu H(f) adjungirte Differentialausdruck, so ist*) 
(2.) 



wo i, v beliebige Functionen von a;, und wo H(t,v) einen in *, v und ihren 
Ableitungen bis zur (v l) ton Ordnung linearen und homogenen Ausdruck be- 
deutet. 

Setzen wir 

v = Jf (0, 
so ergiebt sich 

(3.) ' 



Diese Gleichung ist nach Gleichung (1.) gleichbedeutend mit 

(4.) 4f- " '^(^ (* = W H <t> M <M ' 

demnach muss auch fiir jecle Function t der Ausdruck 

tH'(M(t}) 

ein vollstandiger DiiFerentialquotient sein. 
*) JACOBI, CRELLES Journal, Bd. 32, S. 189 l ). 



i) aesamraelte Werlce, fid. U, S. 127128. B. F. 

I 

L 



DER 

1st aber f(n) ein Diflferentialausdruck von tier class !/*(*) 

fur jede Function u der vollstandige eincr hi u mid seinen 

1274] Ableitungen linearen und homogcnen i !(//), und ist f(u) der 
zu f(u] adjungirte Differentialausdruck, so ist 



und unigekehrt*). Da nun der mi lf'(M t ) sidjungirte IMffarentialausdruck 
dem Ausdrucke M'(Htty gieich wird, wtmn wir mit ;V(/) dt-u */u M(t) ad- 
jungiiten Ausdruck bezcichncn**), HO erfjiebt sicrh uus (iii'H-hung (4.), dass 
identisch fur jede Function t 



imrh (ilt'ichung (;?.) 



1st umgekehrt dicst* Ciltic 
vollstandiger Diiferentialcjuotiriit und ilt-mu'''""' 
M(t}H(t] ein volistiindigiT I)iliVn*utia 



Wir gclien nuniiK^hr /tir rnttTsurlmny; l*^ Kall*^ 

Gleichung (IF.) rcduc'-til)i'l winl***). 7,u\ur abi-r wo 
gemeine linoaro DiffrrcutialgbMfhun^t'n bi'/ii^rn-h" Nat/' 
wir Gebrauch mucli(n wc^rcim. 

Sei cine linoarc, honifj^^iit 1 lH!!Vr*'ii f i'll^lt'l 



/ \ 

(1.) , 

mit rationalen ( Vn'flicirni^ii \ir^-lrL r t, > ir*'ii"'U! j 

(2.) ?/? :., J ()// -i A if i j ... i ,i , r/ 

in welchem y oin .Integral von 11,}, ,!..!. .... ,i 
x und die oberen. Ar'.n/nlt 1 Ablriniii^rf, ini u f -u. 
DifFerentialglei cluing bochstrns m il * Urilnai^. IMili- 



*) Vcrgl. don vor Kur/iiu <T.s-hiiMii'n'ii II. 'Ib-i! t,-i- ,!,-. , 
Ilerrn DARBOUX, B. 111. 

**) Sielic FitoBKNit's, HoRi.'jiAititTK Jitsira;il, IM ..... :, "-. I - t 
***) Ubcr die Begrille dir Irrudurtihilitat u:ot Hnluti}iliMt vi'h 
Bd. 7G, S. 28G. 



n-r, in wi'lrhom die 

uir 'iniu<* aiif all- 

l tr!l k n. \*n \vol(!}un 



i 1 \u^rn*' irr orm 

./,. 

iui,.jlr riiU'ticn'ii von 

;*,', t';i! rinrr linraivn 

iin u wir uiiiulich die 



HM \ji -, Ihi;t,:!f \IIUTS Journal, 
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Gleichung (2.) und ersetzen die Ableitungen von y hoherer als m ter Ordnung 
mit Hiilfe der Gleichung (I.) durch die Ableitungen niedrigerer Ordnung, so 
ergiebt sich, dass jede Ableitung von w eine lineare homogene Function 
von y, y\ . . ., y (m ~ l) mit rationalen Coefficienten ist Durch Elimination von 
2/3 y r -) ? 2/ (w ~ 1} aus den Ausdriicken fur w, w', ... 5 w (w) ergiebt sich. die bezeich- 
nete Differentialgleichung fiir w. Alle diese Differentialgleichungen wollen [1275 
wir mit RIEMANN*) als mit (1.) zu derselben Klasse gehorig bezeiclinen. 
Seien A^ A^ . .., J. m _ x willkiirlich gewahlte rationale Functionen und be- 
zeiclinen y t , ^/ 2 , . . . , y m ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(t.) 5 so ist eine Eelation der Form 

(3.) y 1 ?(yJ + r*P(y*} + -- + y m P(yJ = o, 

w y^ y a > y m Constanten bedeuten, nicht moglich. Setzen wir namlicli 



so ist Gleichung (3.) gleichbedeutend mit 

(5.) A.-n + AV+ - + A^^/-^ = 0. 

Es ist T] ein Integral der Gleichung (1.), welches der Voraussetzung nach 
nicht identisch verschwinden kann. Da aber Gleichung (1.) nicht mit der 
willkiirlichen Differentialgleichung 



ein Integral gemeinschaftlich haben kann, so kann die Gleichung (5.), folglich 
auch die Gleichung (3.) nicht bestehen. 

Aus Gleichung (2.) ergiebt sich durch Differentiation 

Die Hauptdeterminante der Functionen y^y^ .->& sei A und diejenige der 
Functionen w 1 = P(y l ], w 2 = P(y a ), ..., w m = P(y m ] sei <J, so folgt aus 

( i .) I ki\ J ' >? 

dass die Determinante \A K \ nicht verschwinden kann, weil sowohl A als auch 
*) Gesammelte Werke, Nachlass, S. 358 x ). 



i) Zweite Anflage (1892), S. 380. R. F. 
S u c It s , mathem. Werke. III. 
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6 von Null verschieden sind. Man kann also aus den Gleichungen (6.) y, 
folglich auch die Integrale aller zu derselben Klasse gehorigen Differential- 
gleichungen, als lineare homogene Function en von w, w', ..., w {m ~~" mit ratio- 
nalen Coefficienten darstellen. Wir erhalten also den Satz: 

L Sind A^A^...^A m ^ willkiirlich gewahlte rationale Func- 
tionen, so ist die Differentialgleichung, welcher w geniigt, nicht 
niedrigerer als w ter Ordnung, und man kann umgekehrt y, also 
jedes Integral einer der Klasse zugehorigen Differentialgleichung 
als lineare homogene Function von w, w', ..., w "" 1 ' mit rationalen 
Coefficienten darstellen. 

1276] Durch diesen Satz ist die bevorzugte Stellung der Gleichung (l.) be- 
seitigt, es kann an deren Stelle jede Gleichung derselben Klasse, von der 
m ten Ordnung, treten. 

II. Ist eine Differentialgleichung der Klasse reductibel, so 
giebt es unter den Differentialgleichungen derselben Klasse 
auch solche, deren Ordnung kleiner ist als m. Die Differential- 
gleichungen derselben Klasse sind sammtlicli reductibel. 

Ist namlich Gleichung (1.) reductibel, so existirt ein Differentialuusdrucsk 
Q(y) der Ordnung ^ <: m, von der Beschaifenheit, dass 



wenn mit S(y) ein Differentialausdruck der (m ^) Um Ordnung btv/oichnet wird*). 
Ist w ein Integral einer Differentialgleiclmng dor Klasse, deren Ordnung 
nicht kleiner als^m, so folgt aus dem Obigen, class ?/ mid seine sliinnitlichen 
Ableitungen als lineare homogene Fimctioneii von w,w',...)W tM ~ l * das-stollbar 
sind. Wir haben demnach 

(9.) v = Q(y) = B Q w + Ji l w' + - + I! n _ l ir<'"- = ^), 

wo J5 0? BI, . .., B m ^ rationale Functionen von ;/ bedeuten. 

Da der Voraussetzung nach Q(y) fiir Integrale der Gleichung (I.) ver- 
schwinden soil, so hat die Ditferentialgleichung fur w mit einer Gleichung 

<2 - 
niedrigerer als m ter Ordnung Integrale gemeinschaftlich, ist also reductibel. 

*) Siehe FEOBENIUS, BORCHAUDTS Journal, Bd. 7G 7 S. 258. 
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Andererseits 1st die DifFerentialgleichung fur v derselben Klasse angehorig, 
und es 1st die Ordnung derselben nach Gleichung (8.) die (m ji) te . Aus dem 
Satze II. folgt als Corollar : 

III. 1st eine Differentialgleichung der Klasse irreductibel, 
so sind alle Differentialgleichungen derselben Klasse irreduc- 
tibel, und es giebt unter ihnen keine von niedrigerer Ordnung 
als von der w ten . 

10. 
Die Coefficienten $ , $ l7 . .., 8 v ^ in dem Multiplicator 

(N.) M(t] = S Q t + 8J'+ - + S v ^t v - 

des Ausdruckes H(t) gemigen einem gewissen Systeme (S) linearer homogener 
Gleichungen mit rationalen Coefficienten, welche nach. No. 8 erhalten [1277 
werden, wenn wir in Gleichung (M.) die Coefficienten der Ableitungen gleich 
hoher Ordnung von t auf beiden Seiten einander gleichsetzen. Der Voraus- 
setzung nach lasst dieses System rationale Losungen fiir $ , 8^ . . ., S v-1 zu. 
Lasst das System (2) zwei rationale Losungen $ , S A , . .., /S^; 
8' i S[, ..., S'^ von solcher Beschaffenheit zu, dass zwischen den 
Functionen M(t) und M$), welche den Gleichungen 



(1.) 

(2.) M, (t) = s, t + si t f + - - + s r ;_ 1 f v - 

entsprechen, niclit eine Gleichung 

(3.) M,(t) = yM(t], 

wo y von x unabhangig, identisch besteht, so ist die Gleichung 
(H'.) reductibel. 

Es sei namlich t = % eine Losung der Gleichung (H r .), so ist nach dem 
Satze I. in No. 5 [vergl. die Gleichung (M.)] sowohl Jf(|) als auch M^) 
ein Integral der zu (H'.) adjungirten Differentialgleichung 

(4.) JSP(*) - 0. 

Die Differentialgleichungen, welchen Af(|), M^g) geniigen, sind mit der Glei- 
chung (H'.) von derselben Klasse. Ist (H'.) irreductibel, so sind, nach Satz IIL 

3* 
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voriger Ntimmer, aucli die (ileirhungen unit es ist 

(5.) 0-^ + ^;+ -i y; ,rr f 

wenn 

(6.) r, r-, J/I|! 

gesetzt und mit T , jT l5 ..., 3P,., rationale Funrtiotitm von r hesseichnet warden. 
Demnach Ist aueh 

(7.) % = MM = tU + V/ + - + 11, .,,;"-", 

wo U , Il l5 ..., U^ rationale Functiont*n von ./ EH die 

Gleichung (4.) zwei Integrate T; und r^, wt*!rln in drr dur<-h (ileichung (7.) 
gegebenen Beziehung zu cinander Htc^hrn. Drr \"orausit/,unK nu<;h 
eine Gleichung der Form (3.) nicht id*ntisrli. Wilrcli 1 HIP ftir I ^ | crfiillbar 
sein, so miisste die Gleichung (IT.) wit dT Cthn< fiuiiiz 
(8,) J/^/l /'Jl/'^' ' 

Integrate gemeinachaftlich hahew nnl <iah**r rrfhiiiiti**! si*in. \Viird die 
1278] Gleichung (3.) nicht fiir / ..... si rrfiillkir M-in HU \viinit* aus clem Be- 
stehen der Gleichung (7.) iolgc^n, la^ *!! < ihifltHnt! (-1.) n^luriibfl ei*). 
Dann aber, dass atich (If.) si k lb*r rrdnrtilM-l ^*i**|. 

1 i. 
Es sei k ein in den Coi'l'lini'iitm fin^r hiiiiT*'!.Ti j!;'l'ii hum' 



auftretender Parameter, mit wt'lc-hrm i-ii !;* r^T* :i ^f lit; inidrriL Wir 
machen mmmehr die folgnulr \'or;t^H-t/ IM: 

(a,) Es giebt ein Knndn 1111*11 1 ; h s It LI \ :, I i t i - r ,i I is ;/, , ^ , . .., i/., 
der Differentialgleiehunji (1.) \r.n f!T I!. * fi fiVn h * i i f da^s in 
dem ganzen Vcrlaufe der \unalu-bi , ii*. i,i, i hti mrr n 



wo ^4 o , J, i? ... ? ^ H ^ rationale Kunrtituirh \u ./ , rrJ^iilh wrrden. 

*) Siehe FKOUKNICK, BORCHARI^TS Journal lid ;. ^ ;., 
**) A. a, 0. S. 261, 
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Von den Differentialgleichungen dieser Art stellen wir zunachst folgenden 
Satz auf: 

I. Die Coefficienten der Substitntionen der zur Gleichung 
(1.) gehorigen Gruppe sind unter der Voraussetzung (.) von Tc 
unabhangig. 

In der That moge ein Umlauf der Variabeln #, y a in y^ uberfiihren, als- 
dann ist 



wo Q6 von x unabhangig. Da die Gleichungen (2.) im ganzen Verlaufe der 
Variabeln x bestehen, so folgt 

^ n i ni w ui 

dJc j a * i a ~ 1 l a 

also unter Anwendung derselben Gleichung (2.) 



- - 

> dJc VW < dk dk 

Differentiiren wir aber Gleichung (3.) nach fc, so folgt 



- ... . 

' d& " 67,; a2 dk " d/c * dk * dk 

Duxch Vergleichung von (6.) und (5.) ergiebt sich deranach 

(7.) + + - + - " - C- 



Da 2/ 5 2/ 2 7 ? ^ OT e i^ Fundamentalsystem ist, so ergiebt sich hieraus 



wodurch unser Satz bewiesen ist. 

Es ergiebt sich aber auch der folgende Satz: 

II. Ist y^y^^^y m ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung (1.), das den Gleichungen (2.) geniigt, und ist f eine 
von x unabhangige Grosse so geniigt fur den ganzen Verlauf der 
Variabeln x das System 
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den Gleichungen 

(9 .) *<M. = (f^ + 1[) y + M. ri + + M-. #""" <* - i, *. ., M) 

Es 1st namlich 



Heraus.ergiebt sich nach Gleichung (2.) die tiieiehung (.).) 
Endlich ergiebt sich noch: 
III." Sind y 1? y t ? > y von ^ un< ^ von '' unub 

so geniigt 

y^i + yi^ + - + ^?/ 

ebenfalls der Gleichung (2.). 

12. 
Es sei umgokehrt vorausgcsit/.t, dans CMH Kunduinentulsystem 

yon Integralen der Gleiclnntg (I.) virijx*r Xuiiniirr Hn^chiuir ci, 

von der Beschaffenheit, duss (lit 4 CiH^ffirl rut rii <li*r Subst it utionen 
der zu dieser ])iffercnitialglc*irlnmjji j t hiiriu:-u Cirujtpr \on t'inem 
in den Coefficientcn dcrstVIhm a it ft rt't **ni!'n Pn r;i iu't r r // unab- 
h.angig sind; forner sri v ora 11 s^rsrt /I , i!a-v di r Inlr^ralr der- 
selbexi Differcntia.lgleictli'uii"' kriin-n Piinkf dn* 1 n l-Kt i faiiitheit*) 
besit%en ? d. h. dass die (* leirhunu; II.) \nrl^rr \UUIIH'I /ur Kate*- 
gorie der in BoRrn ARDTS Journal, !!d, ;<;, S, i {<;. CtSt iffnm4 (12. ) ! ) 
1280] charaktcrisirton Kl;sse j^rhon-. \Ufi;tnn i'inilrn in dein 
ganzeix Verlaufe dm* Variabelu ,/ die* ( i Iei< h mmr n (*M vori^er 
Nummer statt. 

Wenn rrainlich wiedorinn luich ir^ntd eineiw I miaulr \un j 
mentalsystem von Intcgralc^n dtr (ilcicOiun^: (i.) \nritr'r Xniainrr 

//i; //-^ - -, /L 

bez. in 



*) Vergl. iibor den Sinn dic.ser 
S. 281' 2 ). 



1) Abh. VI, S. 186, Band I dienor Ausgabe. II, P. 

2) Abh. XLVII, S. 394, Band II dloser Ansgabo. K. F. 
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iibergeht, wo 

C 1 -) V* = a ai#i + a ay2+-'- + aay> (a = 1,2, ...,1) 

so 1st jetzt vorausgesetzt , dass die von x unabhangigeii Grossen a6 auch von 
& unabhangig seien. Wenn wir in Gleichung (1.) voriger Nummer k + SJc 
an die Stelle von Jc setzen* so moge dieselbe in 



iibergehen. Es sei U derjenige Umlauf der Variabeln #, welcher die Sub- 
stitution (1.) heivorgebracht, so werden die innerhalb U gelegenen singularen 
Punkte der Gleichung (1.) voriger Nummer in solche der Gleichung (2.) liber- 
gegangen sein, und wenn der Modul von tik hinlanglich klein, so werden die 
letzteren ebenfalls noch innerhalb U gelegen sein, und es wird kein anderer 
der singularen Punkte von (2.) innerhalb U liegen. Fiir das Fundamental- 

system 

Vi+tyu 2/ 2 + % 2> --, y n +8y n 

der Gleichung (2.) soil alsdann nach unserer Voraussetzung ebenfalls die Sub- 
stitution (1.) bestehen, d. h. 



Aus den Gleichungen (1.) und (3.) folgt 

(4.) (8y a ) = al Sy^ + a a2 <ty 2 + + <x am 8y m . (a = 1, 2, . . ., m) 

Dividiren wir diese Gleichungen durch <J&, so erhalten wir, indem wir fur dft 
unendlich kleine Werthe setzen, fiir die Functionen -jg- nach demselben Um- 
laufe 17 von x 



Bestimmen wir nunmehr m Grossen A^ A^ ..., J. m-i aus den Gleichungen 

(6.) ^ = 4,ya+Ay;+- + -A.i!C- 1) . " (a = l,2,...,m) 

Nach einem Umlauf e U der Variabeln a? moge y a die durch die Gleichung [1281 
(1.) bezeichnete Substitution und demgemass -J- die durch Gleichung (5.) 
bezeichnete Substitution erfahren. Demnach werden Zahler und Nenner in 
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den Werthen, welche lk' (ilriflwiiy. >i , I t'm- .1 , t , . J rnbpu, rm^ 
dem Umlaufe U mit di-msi-lbni KifN.r ::.':' -':-n ,':: Hi,-i. m * ful#, dun 
4,, A,, -.., -4... durrh die I ml'iM. !' * <".,.< "' -'* ' -nyulan-u l lm kt e 
der Gleichuiig (1.) vori^-r Nu'nmo- n.. '/ , '. -i. :! --I.... 

Bedeutet fK cm (u'lHii. in *! . - . ;. .'ii., ; I'S.'.H! .tutiU' 
(1.) voriger KumuK'i "! hi'"'.i<lt f . i .' i .< '< '- P-iMt u;, 4 ,. s (, 
nach dem Theorcme von r,um. MM,'; n i 

(7.) .' ' "' '.-'... 
seteen, 

(8-) I ' / j 

das Integral erstreukt ubt-r *!' 1 ? .: f - u-**'.,; .-. ft \\i- i- ;. ( fl' A }^*r 

f s 5/ * , t 

(9.) / , | 

woraus hervorgeht, <la^ fi .'*:- ' ^ < .--si^ h imi! ^trt 

Ebenso ergiebt sic-li, da^s ;' " ^ i ^r,.- irli-m-hr 

schaft hut, wi'iiii //., fla^-lfi i i* ' . '-... i? 

Da hicrnarh '/;' Inn* a,,.. ;. :. N . . ' -. ' .'/! .J^ 
crgiebt sir.h, da 

DiffVi't'iitlin/i! wir 

no,) T 

v //j; 

J)a die Integral i / i' f i 
Unbostimmthrit IM^ ; I/ . .. 
1282] Punktt* drr I I!M f IM. ' 
chungon (>.) sirh i r;;r'j*' ,',.. 
Ilnbcstinnnthcit. Hi*' MM 
und dio (i Irirh un '.< ; ^ 
N urn TIL or ii !MTI i u M : , 4 , , 



Es 

den 
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ein Fundamentalsystem von Integralen derselben, fiir welches die Gleichungen 

(S.) -^ = A.y*+^V'a+- + ^tf*- (a = l,2,...,2n) 

bestehen, so folgt, 



daher 1st aucli 

(2.) 



Machen wir wie in No. 4 die Voraussetzung, dass die Determinante Q niclit 
verschwindet, so ergiebt sich dnrch. wiederholte Anwendung der Gleichung 
(J.) ? dass das Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (H.) 

w oo> u io > ^-1,0 

den Gleichungen 



geniigt, wo C , C i7 . .., (7,^ rationale Functionen von x bedeuten. Machen 
wir aber die Substitution (8.) No. 4, so folgt ebenso 

Die Gleichung (H'.) besitzt ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen | l? | 2 , ..., | v , welches die Gleichungen 

(S r ) ^- = A 6a + A 6i + - + A^ 6?"" (a = i, 2, . . ., ir) 

befriedigt, wo D , D 1? ..., D^ rationale Functionen von a? sind. 
Durch Differentiation der Gleichungen (S 2 .) nach x ergiebt sich 



wo D. 0? D. l? . ..,D t . v-1 rationale Functionen von a? sind. 

Wir wollen nun der quadratischen Form Z 7 in Gleichung (L'.) eine [1283 
andere Form E(t) von folgender Gestalt zuordnen: 



' (L r ) H(*) = S^ (a) ' W + S^^^^ 



Fuchs, mathem. Werke. TIT. 
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Sclireiben wir Z'(f) an von /', so wir iiu* /3\, 



Da Z'() von x unabhangig wird, AU'im wir fih* I fin ht'liriij^fH Integral A 

Gleichung (H'.) seteen No. 1), *<> ^rjrii'lif ^irh m^ I ilf*ir}ii|| r / \ , 

, 0/ . , it--** *" ^ ' f aais 

auch rl(i a ) von ^ unabhangig inf. 

1st /" eine willkiirliche von / utiJibhaLUitri* <irmi t HO w j r n t 

Satz II. No. 11 und nach Gleirhunf; |S j j, 



Daher ergiebt sicli aus (tlcH- 



/'..'/' f /I 

Setzcn wir in (I v ) / /j ff M -/ -f,t ;, b 



Demnach it auch H(/J von r t/' . >. 

Nad, Sat. III. No. ,,",,.,, - ,., , , ( , , ,,. s. ,, Sli , L<lirh . 
auch H(| a + |J von ./ inuih ha 1,1 i- . 



I I 



dass auch der Ausdruck 
(9.) lift t i 

v ' u iba? tfjj 

von ^r; unabhangig ist 

Nun sei g eine willkiiriifhr CUM-., 



nnd 



Demnach ist auch vcm . 
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I. Es wird H() von x unabhangig, wenn wir fiir t ein be- [1284 
liebiges Integral der Gleiclmng (H ; .) setzen. 
Setzen wir: 



und nehmen wir an, dass, wie auch das Fundamentalsystem von Integralen 
der Gleichung (H'.) ? welches einer Gleichung der Form (S 2 .) geniigt, be- 
sehaffen sein moge, die Grosse y von x unabhangig werde. Setzen wir 

(13.) SW 



so ist nach. Gleichung (12.) 



Fiir ein Fundamentalsystem /"| B , wo /" eine von a; unabhangige, dagegen 
von k abhangige Grosse bedeutet, tritt an die Stelle von Gleichung (3.) die 
Gleichung (6.), an die Stelle von ^(0 tritt daher 



Es tritt dann endlich H^i) an die Stelle von H(), wo 

(16.) H^o^KO + rxCO + a-^-Z'W- 

Soil nun auch 

(17.) H x (*) = 7l Z'(0 

und y t von a; unabhangig sein, so ergiebt sich 



Aus den Gleichungen (15.) und (18.) folgt: 
(19.) 



wo 

, , dk 

-- 2 



(20.) A = 
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Diese Grosse I muss von f umbhangig sent, Da uwh y die gidd.c Eigen- 
schaft besitzt, so erhalten wir dcmnarh dir <leidmn K 



t.o 



lass] 1st nun beispielsweise / cine alg.-braisrh,- Fiiii.-tinn .,n /,, so iniinste y t 
der Identitat (17.) zu Folge eitf uljf.-brai^-h,. K,mH:.m x.m / svin. Die 
Gleichung (2t.) 1st abcr nicbt ifir jcd- Wuhl u. '^ ,iU ;il.lnnim-h- Func- 
tion von f algebraisch intcgrirbar, dah-r id HHM-IV \ UTUU^, I/mm, ttuss ^Hch- 
zeitig die Identitaten (12.) nw\ (7.) iMMrh.-ji. ni./ulu-i-, uni wir rrhnltcn 

den Sat'/: 

II. Man kann das Fiunla im-nf ;i Uj *' > -m :-, '" ^)ii' i n, dass eine 
Identitat der Form (12.) n'u-ht i'u r rim-!' 

Werth von> erfullt wird. 

Aus dem Sat/o I. ergiubt. sich narli S;ii/ 1 N. , 

III. Sei 



wo T , T, ..., 2',..., rsitionali* FuiiH in n M \ui , - i-i iilm t isrh fiir 
jede Function // 

(M r ) f/ J! if ' ./, f // * - 

Da nun nach (ilcnchuis^ ( M.) 



so folgt aus Sat/, II.: 

IV, Setzcn wir 

J/,,fi - y-U'.M. 

so ist y nicht von ;i; iniahhrntgig. 

Nach, dem Theoreme in No. In iT^irht ^irh tli-niii.irli 

V. Wenn die Difforciitial^h-ic-h nun i \, f <l i n A nffirci 

(a.) in No. 11 geniigt, BO ist die (ilrirliua^ flT.), ai,sn aui:h die 
Gleichung (H.) reductibcl. 
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Diese Eigenschaft 1st fur die specielle Differentialgleichung (A.), welche 
den Anforderungen (a.) in No. 11 geniigt, eine fundamentale, wie insbesondere 
aus dem Beispiel, welches wir in den folgenden Nummern entwickeln wollen, 
hervorgeht. 

14. 

Zu den linear en Differ entialgleichungen, welche die Anforderungen (a.) 
in No. 11 befriedigen, gehoren die Differ entialgleichungen, welchen die Periodi- 
citatsmoduln der hyperelliptischen Functionen geniigen, die ich in BORCHARDTS 
Journal, Bd. 71, S. 9 1 1 ) gegeben habe. Es wird sich zeigen, dass die [1286 
Relationen zwischen den Periodicitatsmoduln, welche zuerst Herr WEIERSTRASS*) 
ans dem Satze von der Umkehrung von Parameter und Argument hergeleitet 
hat, sich als unmittelbare Folgerungen darstellen aus dem Satze von der Re- 
ductibilitat (Satz V. voriger Nummer), angewendet auf den Fall, dass die 
Gleichung (A.) diejenige ist, welcher die Periodicitatsmoduln geniigen. 

1st 



wo 

(2.) s 2 = <p(r,a?), 

cp(^,^) eine ganze rationale Function von a und x und zwar vom (2^ + l) ten 
Grade in Bezug auf #, g(z) eine rationale Function von $ und a/, welche nur 
fiir die Wurzeln der Gleichung 

' <p(*,ff) = 
unendlich wird, so ist 

/N d *y ^ Q ^ d x /-N^***V 

(3.) S sr=: ?* ft ^T + 'aJ (XftWO )? 

^ a6 sincl von unabhangige Grossen, welche sich rational aus den Coefft- 



*) Programm des Braunsberger Gymnasiums 1848/49 2 ). 

**) Wir setzen fur unseren gegenwartigen Gebrauch in meiner oben citirten Abhandlung * an Stelle 
von x, x an Stelle von u und 2w+l an Stelle von n. 
**) Siehe BOECHABDTS Journal, Bd. 71, S. 107 3 ). 



*** 



i) Ath. VHI, S. 241 ff., Band I dieser Ausgabe. K. P. 

a) Werke, Bd. I, S. 111131. R.E. 

3) Abh. vm, S. 258, Band I dieser Ausgabe. R. F. 
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cienten von <p(#,#) und von g(z) zusammensetzen, X a (0) bedeutet eine ratio- 
nale Function von &. 

1st w ein Periodicitatsmodiil des Integrals 



so geniigt w als Function von x im Allgemeinen einer Differentialgleichung 
der 2n tea Ordnung 

(A r ) 



wo die Verhaltnisse der Grossen j3 2n , j3 2re _ ir .. ., /5 Q rationale Functionen von a? 
bedeuten. 

I. Alle Differentialgleichungen der Form (A r ), welche einer 
willktirlichen Wahl der rationalen Function g(z) entsprechen, 
gehoren derselben Klasse an. 

Es sei z. B. 



1287] wo cu , t , . .., n-1 rationale Functionen von x bedeuten, alsdann iat 

W = T| 

der Periodicitatsmodul des Integrals erster Gattung 



und es sei fiir diesen Fall nach. Gleichung (AJ 



Wir wollen beweisen, dass 
(5.) ^o = 9oV 

wo To' ?i) ' ? 9 n-i rationale Functionen von a; und die oberen Accente Ab- 
leitungen nach x bedeuten. 

Wenden wir die Gleichung (3.) auf den Fall an, wo wir g(z) nach 
Gleichung (4.) bestimmt haben, und setzen daselbst successive 0, 1, 2, ..., 2nl 

*) A. a. 0. s. 108 x ). 



) S. 259 des ersten Bandes dieser Ausgabe. B,. F. 
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for a, so erhalten wir ein System von Gleicliungeii , aus welchen wir im All- 
gemeinen herleiten konnen 



wo 8 , 8,, ..., fi^ rationale Functionen von a? iind W 6 (/) rationale Functionen 
von z bedeuten. 

Integriren wir beide Seiten dieser Gleichung langs eines geschlossenen 
Umlaufs der Variabeln ^, welcher den Periodicitatsmodul 7] liefert und be- 
zeichnen den entsprechenden Periodicitatsmodul von 



da 
mit C(,, so folgt aus Gleichung (6.) 



Nun ist nach Gleichung (3.) fiir eine beliebige rationale Function g(#\. 
die nur fur die Wurzeln der Gleichung 9(^,) = nnendlich wird, 

ft ( p\ 2~-l /yfa /) 

(8.) y = m. = Sb ^ L. + (X. W ,). 

o o o O-^ 

Integriren wir diese Gleichung nach # langs derselben Curve, so folgt 

(9-) w - S*oCj. 

Demnach ist nach Gleichung (7.) 

i7- 3ini 

(10.) ; = 3V, + ^-g + .- + 8R^-^, t 1288 

womit unser Satz bewiesen ist. 

Es mogen nunmehr die Coefficienten von p(^,fl?) und von g(#) ganze 
rationale Functionen eines Parameters Jc sein (wir konnen als solchen z. B. 
einen Verschwindungswerth der Function <p(#, a?) wahlen), so geniigt der Periodi- 
citatsmodul des Integrals 



einer Differentialgleichung (A r ); derselbe ist daher in der Form (10.) ent- 
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halten. Andererseits 1st dieser Periodicitatsmodul, wenn wir g($) nach Glei- 
chung (4.) bestimmen, auch mit -^ ubereinstimmend. Demnach genugt TJ 
einer Gleichung der Form: 



Diese Gleichung bleibt bestehen, wenn fiir TJ irgend ein Periodicitats- 
modul des Integrals 

' 



d. h. irgend ein Integral der Gleichung (A s .) eingesetzt wird. Wir erhalten 
also den Satz: 

II. Die Differentialgleichung (A 2 .) genugt den Anforderungen 
(a.) in No. 11*). 

In meiner oben erwahnten Arbeit**) habe ich gezeigt, dass die Coeffi- 
cienten der zur Differentialgleichung (A 2 .) gehorigen Substitutionsgruppe von 
& unabhangige, namlich wohlbestimmte, gauze Zahlen sind. Dieses 
ist also in vollkommener Ubereinstimmung mit den Satzen in No. 11 und 12. 



Bilden wir jetzt die Differentialgleichung (H'.) fur unsere DifFcrential- 
gleichung (A 2 .) 

(H;.) ^ + ^(^^ + ... + ^^^0, 

1289] so folgt aus dem Satze V. No. 13, dass (H^.) reductibel ist. Demnacty 
ist auch die der Gleichung (H.) entsprechende Differentialgleichung, wclchc 
wir aus (A 2 .) herstellen, reductibel. Dieselbe sei 



dx v 



*) Ein Beispiel hiervon fur den Fall der elliptisclien Integralc habc ich bereits in BOECIIAEDTS 
Journal, Bd. 83, S. 31 *) hervorgehoben und daselbst aus der entsprechenden Gleichung die LKG-KNDREsehe 
Kelation zwischen den Perioden der Integrale erster und zweiter Gattung hergeleitet. 

**) BORCHAKDTS Journal, Bd. 71, S. 100 2 ). 



1) Abh. XXIV, S. 105, Band II dieser Ausgabe. B. .F. 

2) Abli. vm, S. 251, Band I dieser Ausgabe. B. F. 
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Nach SatzIL No. 9 giebt es also in der zu (H^) gehorigen Klasse 
von Differentialgleichungen auch solche niedrigerer als v i&r Ord- 
nung, d. h. wir konnen die rationalen Functionen von x, cp o , <p i? ..., <p so 
bestimmen, dass 

einer Differentialgleichung niedrigerer als v ter Ordnung Geniige leistet. Driicken 
wir mit Hiilfe des aus unserer Gleichung (A 2 .) herzustellenden Systems von 
Gleichungen (F.), namlich 



die Ableitungen von ^ durch die Functionen u^u^ .*.<>u aus, so erhalt w 
die Form 



wo ^ , ^, ..., ^^ rationale Functionen von x bedeuten. Setzen wir in (2.) 
an die Stelle von u^ successive u^ u lV . . ., u ^ und bezeichnen die zuge- 
horigen Werthe von w mit w , w^ . .., w v ^ so ergiebt sich. daraus, dass w 
einer Differentialgleichung niedrigerer als v ter Ordnung Geniige leistet, dass 
w o) f ^ l? . .., if; v<-l Relationen der Form 

(T) n w + y t w t + + y^ w^ = 

mit von x unabhangigcn Coefficienten erfiillen. 
Es sei. 

" 



(3.) 

wo jk ft rationale Functionen von x bedeuten. Sind 7] l7 ?] 2 , . . ., \ n die Periodi- 
citatsmoduln des Integrals 



(wo y(z} nach Gleichung (4.) voriger Nummer bestimmt ist) an den In Quer- 
schnitten, so bilden dieselben im Allgemeinen ein Fundamentalsystem der 
Gleichung (A 2 .). Setzen wir in (3.) TJ, an Stelle von TJ, so moge der zugehorige 
Werth von v mit v bezeichnet werden. Bilden wir nun mit den Grossen v 

die Determinanten 

U (0) , U (1) , ..., U^ 15 

Fuclis, matliom. "Werke. III. " 
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1*90] mit je v* Elementen, indem wir in den 1=1, 2, ... )n 

wahlen, wahrend die Verticakeilien fur / die Zahlen ciner Com- 

bination n ter Klasse der Zahlenreihe 1, 2, ..., 2n sind, so erhalton wir 

(4.) U (l) = *fctt + S A , + + *,,,_, ,., , 

wo die Sx homogene alternirende Functionen von den y aa der C >rdnting n sind. 
Bestimmen wir )Q a so, dass 

(5.) ^0 = 'I'D* *ft = *ll ' ' ^ \*~l = 'J'-l' 

und sind (U) fc die Werthe von IV' 1 , welche nus (4.) dadun-h ltervorgeheii ? dass 
u^ an die Stelle von u^ gesetzt wird, so folgt ans (ileirhunp; (T.) fur dicse 
Grossen eine Relation der Form 

(T r ) yotttf + yiOO''^--*-^-!^^" 1 : '-" f] 

mit von % unabhangigen Coefficienten. 

Die weitere Ausfuhrung dieser Reclnnoig ) wrlrlir ic-h iitir fur rinr sj-iiitcro 
Mittheilung vorbelialte, ergiebt die* uln*n bnncltnvivn !{i*luti>m*n /wischen 
den Periodicitatsmoduln der liyponrlliptisclirn Int4*^rul' ^rsfiT und xwt?itt*r 
Gattung in der Form wie sic? Ilerr A\*I;U;HSTHAHS ^t^rhru h;it. 



713] Wir betrachten Kuuiichst die Diffcn^ntialglrichunu, \v<-l-hrr 
citatsmoduln der liyperelliptischeii Intc^rule vom Kanur // 2 
Die Periodicitatsmoduln dtjs Integrals 



wo 



befriedigen alsdann, wie ich*) nacJigcwiosen habe, dir Cilciehunj 



*) CEELLES Journal, Bd, 71, S. 119 1 ). 



1) ATh. Yin, 8. 241, Band I dieser Auigab. K. P. 
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WO 



Die in der eben erwahnten Arbeit*) eingefiihrten Grossen (#, JkJ, (#, & 2 ), 
(i\)i (^5^ 4 ) wollen wir bez. mit y^y^y^y^ bezeichnen. Die letzteren Func- 
tionen von x bilden ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(2.), dessen Fundamentalsubstitutionen aus der genannten Abhandlung**) sich 
folgendermaassen ergeben: Ist y^ der Werth, in welchen y^ nach einem Um~ 
laufe der Veranderlichen x iibergeht, so ist nach einem Umlaufe urn 

[714 
(3.) 



Setzen wir 



so geniigen die sechs Functionen von a; 

(12), (13), (14), (23), (24), (84) 

nach No. 3 Gleichung (H.) einer Diiferentialgleicbung 

/K x d G w ,, d 5 u ~ d*u 



deren Coefficienten rationale Functionen von x nnd von den Grossen \ sind. 

Aus No. 14 ergiebt sicb, dass die Gleichung (5.) reductibel sein muss. 

Es ist zweckmassig und fur die Folge auch wichtig, dieses noch auf eine 
andere Art zu beweisen, welche zugleich von den am Anfange der No. 14 



*) CRELLES Journal, Ed. 71, S. 100 l ). 
**) Ebendas. S. 100- 101 2 ). 



1) S. 251, Band I dieser Ausgabe. R. F. 

2) S. 251-252, Band I dieser Ausgabe. E. P. 
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angedeuteten Relationen diejenigen unmittelbar liefert, die hier vorzugsweise 
in Betracht kommen. 

Aus den Gleichungen (3.) crgiebt eirli, weint wir wieder mit (A/i) den- 
jenigen Werth bezeichnen, in welrhen (Ap) rtaeii einein angcgebenen Umlaufe 
.der Veranderlichen x iibergeht, narh innem rmlaufr urn 



*.) 

**) 
*.) 



(12) = (12), (B) =- (13), til) : fits 

(28) = ~ 2(12} +2 (OH iLM). 

(S) = - 

(84)--: 

(12) = (12), (13) -T 2iI2i i (llii IV.'lK 

(u) == 2(i2i + (iii< UC.MI -L':t' fc j;n. 

(24) = (24), (IU) - -1? I*:M f L \M , i f.'l 

(12) =*. ( i 2) - 2 ( i a i MYJII . > i : j 1 1 :i . , 

(14) = 2(iH) + ii i LMUI. i-j:$ j:i, 

(24) = 2(25M + -Mj 2(:U., i.M *!t ; 

(V2) = (12) -2(1 1M U :M , i:i, i j;i, 

(14) =: (M), ^lif ,-:. ilfa^-iMM; * ;.;th, 

Bilden wir das Partirulariufrgral drr < li irlnu^r . 



715] so ergiebt die eben ^bilddr lahrilf (,.K 



dii I'mlimfV <ler 



Veranderlichen a* urn dnen dor Piinkfi / ,/ ; ,/../ kfihi- \tMlrtunt? rrleidet 
Da aber die Integralc dor (ilHrhimjj (:. i -i, I, fTa- kriii* ,ii,lTi*n rndlichen 
"Werthe von x vemveigcn, so fulfrf, class ir ..in,- t-iniirnf i-f Fiiakfir^n vcm ./ 
ist. Da nun die Integrale dor (Uri< ( Iiun^ CM. ful-lirh ; ti. h ilir dor (iloi- 
chung (5.), fur alle Wortlus von ./ nur iMMunhi*.* \\*it;it- ;iiitrhinrn*), so 
ergiebt sich: 

DasParticularintegral ir dor (i I fir h nnu j ;,.) i>i ,.i n ,. rationale 
Function von ;r ? also diose dlriohunu rodurt i tiol. 

*) Siehe meine Arbeit in CEELLKS Journal, ltd. t,r s s 



l) Alh. VI, 8. 186, Band I digr Anijpbe. K. P. 
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17. 



Es sei Y] Integral einer Differ entialgleichung, welche mit Gleichung (2.) 
No. 16 zu derselben Klasse gehort, also 



C2) 



wo cp^ eine rationale Function von #, ^ a) = 
Setzen wir 



so folgt 



Nun ist nach No. 4 

= ~ 



yf- y, yf = P (i2) + P, ~ (12) + P 2 - (12) 



wo PI wohlbestimmte rationale Functionen von x und den Grossen \ be- 
deuten. Demnach ist 

(5.) 



Aus dieser Gleichung folgt, dass 

(6.) [12] - [13] + [14] + [23] - [24] + [34] = w, 

eine rationale Function von x ist, namlich 

(7.) w, = (v l +P V 3 )io+(<?,+ P 1 <? 3 }w'+P^ 3 io ( * ) +P s ^^ 

wo w die dTirch die Gleichung (7.) voriger Nummer bestimmte rationale 
Function von x, iv ( ^ ihre Ableitungen nach. x bedeuten. Da die Function T) 
der Gleichung (1.) bei verschiedener Wahl der Grossen cp o , cp t , cp 2 , cp 3 die 
Periodicitatsmoduln sammtlicher Integrale erster und zweiter Gattung umfasst 
(siehe No. 14), so drticken die Gleichung (7.) voriger Nummer und die Gleichung 
(6.) der gegenwartigen Nummer die sammtlichen zwischen den Periodicitats- 
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nioduln statthabenden Relationen aus, welche in der Theorie der ABELschen 
Functionen auf anderem Wege und von anderen Qesichtspunkten aus her- 
geleitet werden. Sie ergeben sich hier, wie schon in No. 14 bemerkt, als 
eine Folge der Reductibility der Gleichung (5.) voriger Nummer. 
Wenn wir insbesondere cp x , <p 2 , 9, so wiihlen, dass 

(8.) ( ?1 +P <p>+(? 2 +P/?>^ = 0, 

dann ist 

(9.) [12] - [13] + [14] + [23] - [24] + [34] = 0. 

Diese Grossen [Aft] genugen im AUgemeinen einer DifFercntialgleichxmg 
sechster Ordnung, welche nach Gleichung (5.) mit der Gleichung (5.) voriger 
Nummer zu derselben Klasse gehort. 8 i n d a b c r ^ , 9 f , 9,, d e r ( i I , e i c h u n g 
(8.) gemass gewahlt, so genugen [Aft] nach Gleiohung (9.) einer 
Differentialgleichung nur fiinftcr Ordnung, In ('beroinstiininung mit 
dem Satze II. No. 9. 

Ein Beispiel, welches uns hier besondors intcrc^ssirt, is! daHJcnifcn, wo KJ 
die Periodicitatsmoduln des Integrals erstt;r Cia 

(.?' 

J /(r! 



darstellt. Die in No. 14 angedeutete liecVhiuui^ rr^itl>t f'iir dm 

wartigen Fall 

(10.) T] = hvrw^- i r (*)]// - r(^//'- 'r ^'t-'-)//' JJ ...... ;; '^-^// :i> - 

Die Werthe 



befriedigen namlich die Gleichung (s.), und die Relation (..) 1st fur die- 
selben, wie wir sehen werden, bis auf die Ik^elrhnun^swrisp ini! der y,\vis<:h<iii 
den Periodicitatsmoduln der Integralo erster Guttun# bestehenden Iteration 
iibereinstimmend. 

18. 

717] Sei namlich v^ v^ v 3 , i? 4 ein Fundamcntalsystoin von Intcgralen der 
Gleichung (2.), No. 16, welches mit y x > y,, ?/,,?/< folgendermaasscn xusammen- 
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hangt : 



so sind v^ v z iibereinstimmend mit den Periodicitatsmoduln A^ A 2 des Integrals 

f 

J 



an den Qjierschnitten a l7 a 2 , wahrend i> 8 , ^ die Periodicitatsmoduln .B^ 2 
desselben Integrals an den Querschnitten & 1? & 2 darstellen*). 

1st T] dnrch die Gleichung (10.) voriger Nummer bestimmt, und ist 
C 1? C 2 , C 8 , C 4 ein Fundamentalsystem von Integralen der Diiferentialgleichung 
vierter Ordnung, welcher TJ geniigt, das mit dem Fundamentalsystem von 
Integralen 7] x , yj a , YJ S , Y] 4 derselben Gleichung in folgendem Zusammenhange 
steht: 



so sind C 1? C 2 die Periodicitatsmoduln A'^ A[ des Integrals 



an den Querschnitten a^ a a und C 8 , C 4 die Periodicitatsmoduln B^ B[ desselben 
Integrals an den Querschnitten 6 l? i a . 

Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich 

(3.) y v = v 8 , y a = Vl --t?,+ ? 8 , y, = t; t - t; 2 + v s + W 4 ^ = ^ + ^ + ^5 
(4.) r h = C 3J 7] a = C l -C,+ C 8 , ^ = C l -C.+ C,+ C., ^ = ^+.+ 4. 

Setzen wir diese Werthe in Gleichung (9.) voriger Nummer ein, so folgt 

(5.) ^C.-v.C.'+^C.-^C, - 

oder auch 

(Ba.) A, B[ - B, A( + A, JB[- B, A\ = 0, 

welches die oben erwahnte Relation zwischen den Periodicitatsmoduln der 
Integrale erster Gattung ist. 



*) Uber die Bezeichnungsweise vergl. RIEMANN, ABELsche Functionen, No. 20 1 ). 



Werke, II. Auflage (1892), S, 130-131 . B.F. 
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718] Setzen wir 



(6.) 



^iQ-^C, = c, tftCg-tf.C, = d, 



so nimmt die Relation (5.) die Gestalt an 

(7.) 6 + 6 = 0. % 

Hierzu tritt die identische Beziehung (siehe No. 1) 
(8.) afbe + cd = 0. 

Aus der Tabelle Gleichung (3.) No. 16 ergiebt sich, dass nach einem 
Umlaufe von x um 



(9.) 



*,) 



^ = 2^-2^+2*;,+ ^; 



e? 1 = 3 1\ + 2 y; 8 + 2 4 , S a = 2 v t + ^ + 2 v 8 + 2 1? 4 , 

3 13 4 J ^4 ^4 * 



Dieselben Transformationsformeln gelten den (.ilcichungen (10.) voriger 
Nummer und den Gleichungen (2.) zufoige, fiir C 1? C,, C, s , C 4 . Demnacli 1st 
nach einem Umlaufe der Variabeln .7- um 



(10.) 



ft.) 



a = 



c = ~ 



a = 
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19. 



Es sei 



wo # a> = ~d$^i eine Differentialgleichung, deren Coefficienten ausser von x [719 
noch von zwei veranderlichen Parametern \, \, rational abhangen. Es sei T] 
ein Integral einer Differentialgleichung 



welche mit (I.) zu derselben Klasse gehort, also 



wo ?o? ?i? Ta? 9s rationale Functionen von x. Wir wollen uberdies voraus- 
setzen, dass dieselben auch von 1c^ Jc^ rational abhangen. Setzen wir in (3.) 
fur y successive y t , y f , y s ,y< (die Elemente eines Fundamentalsystems), so 
sollen die beziiglichen Werthe von T] mit \^\^^^ bezeichnet werden. 
Wir wollen iiberhaupt zwei Integrale der Gleichungen (1.) und (2.) der Form 

^ 1 2/ 1 + ^2?/ 2 + %J/s + W 4^ 

und 



wo ^, w a ,w a , w 4 willkiirlich gewahlte von x unabhangige Werthe bedeuten r 
entsprechende Integrale nennen. 

1st (Xyk^Jc^) ein Werthsystem, welches die drei Gleichungen 

= f (5.) S^y a = f (6.) 



befriedigt, worin ^, v z , w^ willkiiiiicli gewahlte Grossen bezeichnen, so wollen 
wir iiber u^ v^ w ? so verfiigen, dass dasselbe Werthsystem (#, & l5 & 2 ) auch den 
mit den entsprechenden Integralen gebildeten Gleichungen 

(?.) -S^ = 0, (8.) S^Ta = 0, (9.) 2^11 = 

geniige. Wir konnen zunachst w 4 = 0, v 8 = 0, w a = wahlen, und wir er- 
halten, wenn wir 

y^ 

setzen, 

Fuclis, mathem. Worke. m, 
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JL_M u * = ^ 

u s ~~ [12] ' u s [12] ' 

v i _ [ 24 1 ^2 _ [1^] 
( 10 *) "^" ~ "pip "0T~~W 

^i_ M jg = . . M 

V ^ 4 - [13] ? ^ 4 [13] 

Es ist aber identisch 

(11.) [12] [34] - [13] [24] + [14] [23] = 0. 

Demnach haben wir 

i , W?, V, V 9 U. 

720! (12.) * = - 1 - L , 

J W. ^ t7 A t* 8 ' 

4 4 * 2 

W? V W 

Die Beziehungen zwischen den u und den v, wie sie sich aus den Glei- 
chungen (10.) ergeben, sind im Allgemeinen transcendent; wenn dagegen 
die Gleichungen (1.) und (2.) so beschaifen sind, dass eine Gleichung 

(14.) ^[12] H- 2 [13] + 8 [14] + <x 4 [23] + a e [24] 4- 6 [34] = 

mit von x,^ \ unabhangigen Coefficienten stattfindet, so folgt aus derselben 
nach Gleichung (12.) zwischen den u und v die Relation 



/I t \ 

(15.) 



a . 



Es verbleiben hiernach drei von den Verhaltnissen , , , willkiir- 
lich, und x^^\ sind Functionen derselben. 
Ist z. B. die Form der Gleichung (14.): 

(16.) [13] + [24] = 0, 

so geht (15.) iiber in 

(17.) ^^. + Ji = o. 

u, v 4 

Setzen wir 



v 



(18.) ^^-J 

w. "" v 



so liefern die Gleichungen (4.), (5.), (6.) und (7.), (8.), (9.) die folgenden 
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Gleichungen : 

Cyi-6y, + y 8 = > 

l), = 0, 

y 4 = o, 

T]* = 0, 

woraus sich wiederum ergiebt: 

(20.) 

^ ; 



_ ^ r 

[12] "" " [12] > [12] r <- 

Aus diesen drei Gleichungen sind #, ^, & 2 als Functionen der unab- 
hangigen Variablen, |, TJ, C zu bestimmen. 

Die Natur dieser Functioneu 1st natiirlich von der Beschaffenlieit der 
Coefficienten der Gleichungen (l.) und (2.) abhangig. Man kann unter [721 
Umstanden an Stelle dieser Gleichungen irgend zwei andere derselben Klasse 
setzen, von der Art, dass a;, Jc^ \ eindeutige Functionen von S,>],C werden. 
Dieses Verhalten ist analog dem Verhalten derjenigen Function, welcbe durch 
Umkehrung des Quotienten eines Fundamentalsystems von Integralen einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung entsteht. Man vergleiche z. B. die 
Natur dieser Function an den beiden Gleichungen, welchen die Periodicitats- 
moduln der elliptischen Integrale beziiglich erster und zweiter Gattung ge- 
niigen und welche zu derselben Klasse gehoren*). 

20. 

Wir wollen nunmehr die Eesultate der vorigen Nummer auf die Diffe- 
rentialgleichung der Periodicitatsmoduln der hyperelliptischen Integrale an- 
wenden, indem wir an die Stelle der Gleichung (1.) voriger Nummer die der 
Periodicitatsmoduln des Integrals 



(Gleichung (2.), No. 16), und an die Stelle von T] in Gleichung (3.) voriger 
Nummer den Ausdruck aus Gleichung (10.) (No. 17) des Periodicitatsmoduls 



*) Vergl. CKELLES Journal, Bd. 83, S. 3 1 1 ). 



Abh. XXIV, S. 105, Band II dieser Ausgabe. B. F. 

6* 
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des Integrals 



setzen. An Stelle des Fundamentalsystems (y^y^y^y^ der vorigen Nummer 
wahlen wir das Fundamentalsystem (v z , v 2 ,t? 3 , vj, wie es durch die Gleichungen 
(1.), No. 18, bestimmt wird; also an Stelle von (7^, 7j 2 , 7] 8 , TjJ das durch die 
Gleichungen (2.), No. 18, definirte Fundamentalsystem (C 1? C a , C 3 , Q. Alsdann 
ergeben die Gleichungen (20.) voriger Nummer, dass %i\<>\ als Functio- 
nen von drei unabhangigen Variablen |, TJ, C definirt werden 
durch die Gleichungen 

n\ be d 

(i.) - = i, --I, - = c, 

wo a, 6, c, ^ die in No. 18 Gleichung (6.) eingefiihrten Grossen sind. 
Den Grossen A; a) U^ welche noch in cp(^) auftreten, legen wir 
feste Werthe, z. B. die Werthe 0, 1 bei. 

722] Wir wollen in eine nahere Untersuchung der Functionen r/;, k , k von 
i,7j,C eintreten und namentlich die Eindeutigkeit derselben nachweisen, 
mit den fur Functionen mehrerer Variablen erforderlichen Modificationen, im 
Wesentlichen nach der Methode, welche wir*) angewendet, um den Modul k 
der elliptischen Functionen als Function des Quotienten der Periodicitats- 
moduln der elliptischen Integrale zu erforschen. 

Differentiation der Gleichungen (t.) ergiebt sich 



Wir haben nunmehr die Functionaldeterminante 

(3.) A - V + A *L 6C 

{ J - 



*) CRELLES Journal, Bd. 83, S. 13, Brief an Herrn HERMITE*). 



Abk XXIV, S. 85 ff., Band II dieser Ausgabe. R. F. 
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zu untersuchen. Dieselbe lasst sich, den Gleichungen (i.) zu folge*) auf die 
Form bringen 

(4.) A = J_v + fl aJ dc dd 

' ^ ~ a ^W l 6^" 

Es werde 
W 2 * 



gesetzt. Aus der Gleichung (8.), No. 18, und den Gleichungen (1.) folgt 

(6.) * /_{._,, 

Es ist daher 

y + .^J^L_^i_ _, v + a ^ ay ! ec 
^-a^e^aA;,- ^^-dFd^"^' 

Daher ist 

^^c,n==^ S 
( 7 G(a,l,c,f) 

Auf gleiche Weise erhalten wir 

(8.) G(a,&,d,f) = 

(9.) <?(a f M,f) = -25G(a,i,c,a). 

(10.) ff (6,0,^,0 = ff(a,J,c,a). 

21. 

Als Functionen der Variablen a? sind die verschiedenen Zweige von 
a, 6, c, ^?, /" lineare homogene Punctionen von einander; die Fundamental- 
substitutionen dieser Abhangigkeit sind in den Gleichungen (10.), No. 18, ge- 
geben. Die verschiedenen Zweige der Grossen |, TJ, C, & als Functionen von 
x hangen linear von einander ab; die Fundamentalsubstitutionen dieser Ab- 
hangigkeit sind unmittelbar aus den Gleichungen (10.), No. 18, abzulesen. 

Wir wollen zur Abkiirzung fur (r(a,&,c,^) da, wo kein Missverstandniss 
moglich ist, kurz den Buchstaben G setzen, und wir wollen mit G denjenigen 



*) Vergl. JACOBI, CEELLES Journal, Bd. 12, S. 40 1 ). 



i) C. a. J. Jacobte gesammelte Werke, Bd. 3U, S. 236. E. F, 
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Werth bezeichnen, in welchen G nach einem Umlaufe der Variablen x 

iibergeht. 

Aus den Gleichungen (10.), No. 18, und den Gleichungen (7.) bis (10.), 
No. 20, ergiebt sich, dass nach einem Umlaufe von x um \ 

(1.) &=< 

und nach einem Umlaufe von x um & 2 
(2.) G = -^i. 

Hieraus folgt, dass sowohl fur den Umlauf von x um & t , als auch fiir 
den Umlauf um & 2 die Function unverandert bleibt. 

Wir behaupten, dass diese Function auch unverandert bleibt nach einem 
Umlaufe von x um k s und & 4 . Wir konnten dieses durch directe Berechnung 
aus den Gleichungen (10.), No. 18, und (7.) bis (10.) voriger Nummer herleiten; 
wir ziehen es jedoch vor, den Beweis nach einem Verfahren zxi geben, 
welches fur den allgemeinen Fall der hyperelliptischen Functionen eines be- 
liebigen Ranges in gleicher Weise anwendbar ist und tlureh welches eine 
Reihe combinatorischer Rechnungen umgangen wircl. 

Aus den Gleichungen (10.), No. J 8 7 und den Gleichungen (7.) bis (10.) 
voriger Nummer ergiebt sich namlich, dass nach einem Umlaufe S der Va- 
riablen x 

(3.) G = (m + m l % -f ^ 2 TJ -f- w/ a C -f ? 4 1>) G , 



724] wo m, m^ m 2 , m 8 , m 4 ganze Zahlen bedeuten. Ein zweiter Umlauf $ t der 
Variablen x fiihre G in (r l iiber; so ist ebenso 

(4.) #, = (w f +fw;i + w;Yi + f;c + w;o)G, 

wo m', m' i7 ..., m^ ganze Zahlen sind. 

Endlich nioge der aus $, ^ zusammengesetzte Umlauf G in Cr a iiber- 
fiihren; dann ist wiederum 



(5.) & 2 = 

wo w", w/', ..., ^ wieder ganze Zahlen sind. 
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Durch den Umlauf 8 t mogen 8|1J ,C,0 bez. in ', ,' C ', &' ubergehenr 
dann ergiebt sich aus (3.), (4.), (5.) : 

//^ \ 



Da jede der Grossen ', vj', C', &' die Form hat 



wo ,# 1? ...,& ganzeZahlen und a' das bedeutet, worin a durch den Umlauf 
8 t iibergeht, so ist 

(7.) w + fn i r + w,V + r+M' ! = Ma + w . 6 +-^ c + 

a' 
Setzen wir noch 



so geht die Gleichung (6.) fiber in 

(9.) (w w a + <6 + <c + m;d + 

= (na + nj) + w s c + a * + ^f) (*' + m(bi- m^c+m^d^ n^f). 

Diese Gleichung erhalt die Form 

(10.) Kf + Lf+M = 0, 

wo JST eine gauze Zahl, L und AT ganze homogene Punctionen bez. ersten 
und zweiten Grades von a,l,c,d mit ganzzahligen Coefficienten sind. Da 
nun ausser der Kelation 

(11.) af+V + cd = 

(s. Gleichung (8.) No. 18) keine homogene Relation zwischen a,b,c,d,f be- 
stehen kann, so muss 

(12.) K - 0, 

(13.) L = y, 

(13a.) M = y(6 2 -f cd) 

sein, wo y eine ganze Zahl ist, so dass 

(14.) (m"a -f <& + mlc + m^d + m^f) (aa + aj + cc 2 c + a s d + aj) [725 



identisch fur beliebige Werthe von a, b, c, d,f. 
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Eine genauere Untersuchung dieser 
(15.) y = 0. 

Es ist dertmach Identisch 
(16.) (m"a + < 6 + <c + <rf + </) (* + , I + % c + %rl + 4 /') 



Wenn also keine der Gleichungen 

(17.) 

erfullt ist, so muss 
(18.) 



j >!, = O, 

t n f =- 0, 



'tf, >/lJ rr: 0, 

'ff iiia -: 



= 0. 



sein. Bedeutet ^S den Umlauf um /r,, HO in! narh (ilric'ltun^; (I.) 



also m = 1, m t = 0, wt^ = o, m g -- - 2, ; 4 o. 

Bedeutet ^ den Umlauf von ./- inn /^ so ist in nnrn*m 
Gleichung (to.), No. 18, 



nach 



demnach ist keine der Gluichungrn (17.) rrfiillt. \\'ir halM-n also nadi 
den Gleichungen (18.) 

(20.) 0,' x = 4 W ^ w ^ r= L > ;// ' ? - y ^ ...,.ihu' f m ^ n 4 

Daher ist nach Gleiclmng (4.) narh *>innn rmluuJV vm ./ 'um /; 



1st wieder fif der Umlauf um A',, abi-r -V, ilrr Imlauf tun /,' , HO wgiobt 
S!ch nach den Gleichungen (10.), No. is, i.u giigwiwiirti^.u Fall!- 
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(22.) I n = ~~ ' HI ~ ~~ 4 ' ^ 2 ^ 2? w == > ^ = 4 J [726 

(= 3, ttl = 4, 2 = 2, 8 = -2, 4 = 0. 

Es sind wiederum die Gleichungen (17.) nicht erfullt. 
Daher folgt aus den Gleichungen (18.), wenn wir 

(23.) m ' = 3/1 

setzen, 3 

(24.) m; = 4A 7 m\ = 2 A, < = -2A, ; == 0. 

Demnach ist nach einem Umlaufe um k 

(25.) ^ = A^G, 

wo A eine rationale Zahl ist. 
Setzen wir demnach 

(26.) ^ = ff(a,6,c,d) = If, 

so folgt aus den Gleichungen (1.) und (2.), (21.) und (25.), dass nach einem 
Umlaufe von x um /^ oder / 2 

(27.) S = H, 

nach einem Umlaufe um k n oder \ 

(28.) 5 = AH, 

wo A eine rationale Zahl ist. Da die Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleichungen der Gleichung (2.), No. 16, reale ganze Zahlen sind, so 
ergiebt sich, dass in Gleichung (28.) A nur den Werth +1 haben kann. 
Demnach ist Jf(a,&,c,rf) eine eindeutige Function von x. Weil aber die 
Differentialgleichung (2.), No. 16 zu der Klasse von Differ entialgleichungen 
CRELLES Journal, Bd. 66, S. 146 1 ), Gleichung (12.), gehort, ergiebt sich hieraus 
H(a,b,c,d) ist eine rationale Function von x. 



Abh. VI, S. 186, Band I dieser Ausgabe. R. F. 
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22. 

.,1 Die zu den singularen Punkten k t , * * h t gehorigen derterminirenden 
Fundamentalgleichungen der Gleichung (2.) No. 16 lauten ubereinstimmend 

Demnach ist nach den Gleichungen (3.) No. 16 und den Gleichungen (9.) 
No. 18 in der Umgebung von x = \ 



(2.) 



in der Umgebung von x 



(3.) 



in der Umgebung von x fc, 



!,,+ -"-.& log ( 

IT fc 



_.. 



(4.) 



in der Umg-ebung von x = 



(5.) 



= '>- -y, log; 



' v* = '!-4- 
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In den Gleichungen (2.) bis (5.) bedeuten die Grossen ^ und y^ nach. 
positiven ganzen Potenzen von x fy foxtschreitende Reihen, und zwar 1st 



(6.) 



ferner sind <J M (* t ), <hA)> K(A)> <L(fc) Y0n NuU verschieden. 

Die Integrale C gehoren zu derselben Klasse mit den Integralen v (vergl. 
No. 9 und Gl. (10.) No. 17), daher bleiben die Gleichungen (9.) No. 18 be- 
stehen, wenn v l durch C A und v i durch Q ersetzt wird, und es ist in der Um- 
gebung von x = &, 



(2a.) 



'J 



in der Umgebung von x = 



(3a.) 



c, 

C, 

C. 



in der Umgebung von x = 



(4a.) 



i* *\/ i _ - * 
1 



r y J ; 

<*4 A43 ^ t 

in der Umgebung von x = k^ 



[-3 



7* 
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(5a.) 



1 



In den Gleichungen (2a.) bis (5a.) sind die Grossen y^ und T^ naoh 
positiven ganzen Potenzen von s-Ar, fortschreitende Reihen, und zwar ist 

(6a.) W* = fy = -^4-W" 1 . 

ferner sind Xn (^), x 4I (^), X.C*,), X( A von Nul1 verscHeden. 

Aus den Gleichungen (9.) No. 18 folgt, (lass nach cinem Umlaufe urn 

a; = oo 

(7.) ,==- p a = - , == -t,+ 2 It r = -*V 

Fernex ist die zu a; = oo gehorige determinirende Fundarnentalgleichung 
der Gleichung (2.) No. 1 6 

(8.) ( r _j)( r _;)'(r_!):= n. 

Demnach. ist in der Umgelmng von ./; = o... 



(9.) 



/ 1 x 



1 



\ ' l \ x f h) 
wo ([^ nach. positiven ganzen Potenzen von , fortsehreitende Rcihtm bedeuten, 

von denen cp , c^^, fy^ fur x< = CXD nicht verschwinclttn. 

Alsdann ist 

,.,.,. i 

T mmn r '** * 

^1 "*' f.ltl 



(9a.) 



/.,-_, : s io g _, 

. C & 



24] wo x loo7 X 2 ? X*,> Xsoo nac ^ positiven ganzen Potenzen von fortschreitende 
Eeihen bedeuten, wovon die drei ersten fur ./ = c*; nicht vcrschwindcn. 
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23. 



Die Functionen a, 6, c, rf, f geuiigen der Differentialgleichung 



(1.) 

wenn wir 

(20 
setzen. 

Die zu den singularen Punkten & 17 & 2 ,& 3 ,& 4 gehorigen determinirenden 
Ftindamentalgleichungen der Gleichung (1.) lauten iiberdnstimmend : 

(3.) r *(r~i)( r -2)* = 0. 

Die zum Punkte ^ = 00 gehorige determinirende Fundamentalgleichung; 
derselben Gleichung ist 

Aus den Gleichungen (10.) No. 18 ergiebt sich. demnach in der Umgebung 

von x = 7c. 



(5.) 



a A M - log (aj-^), 



c = 



-- log (*-*,), 



in cler Umgebung von a? == 



(6.) 



c = 






Rl 
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25] in der Umgebung von x = \ 



(7.) 



a _ 



in der Umgebung von 



(8.) 



TTt 



c = 



7T !& 



, ( + 2 6 - rf - /') log (x 



Tit 
/' 77(4) ' //, i /' 

I jc ^ . ^L. t / 

In den Gleichungen (5.) bis (8.) bedeuten A"\ B ni \ f/"', />"', /'""' nach posi- 
tiven ganzen Potenzen von ^;~/r a fortsclireiteucle Reifum. Kbrnso Hind die 
Coefficienten von log (^-/.\), log (:^~/rJ, log (r-/;) 7 log (r -/.;) in clem Glei- 
chungen (5.), (6.), (7.), (8.) nach positiven ganxi^n 'Pott^nxen be/,, von 

r __^ /. ^ T, , _^ /. 

fortschreitende Eeiheu, welche bex. fiir 

x = /,, ^ % = 7^, ^ = /,* a , ip ~ A- 4 

nicht verschwinden. 

Aus den Gleichungen (10.) No. 18 ergiebt sich, dass nach einem Um- 
laufe um ^ = 00 

(9.) a = a, b = 6 7 c = c, d = 
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Es 1st daher mit Riicksicht auf Gleichung (4.) in der Umgebung von x = oo 

a = x^A, 

c = x~*C w , 



(10.) 






wo -4 (co) , jB (fl0) t C (00) , D (flo \ F nach positiven ganzen Potenzen von fort- [26 
schreitende Reihen bedeuten, von welchen die drei ersten fiir x = oo nicht 
verschwinden. 

24. 
Durch Differentiation erhalten wb: die Gleichungen: 

^L x *toL + L v . a = 1,2, 3, 4) 

tM I fr VTJ \ ~) 1 1 S 



worans sich ergiebt 



Nach den Gleichungen (6.) No. 18 ist daher 

da _ {r _ \^jL^.(r ~xv 1 

(2 XV z) ^^ vW l) fa 



(3.) 



dx 
db_ 
dx 
dc^ 
dx 
dd^ 
dx 

~dx 



, 

dx 






Multipliciren wir die erste der Gleichungen (3.) mit x-\ und setzen 
k l , so folgt, wenn wir die Bezeichnung 



(40 
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einfiihren, aus den Gleichungen (2.) No. 22 und (5.) No. 23: 



Multipliciren wir die dritte der Gleichungen (3.) mit x~~\ und setzen 
= &, so ergiebt sich aus den Gleichungen (2.) No. 22 und (5.) No. 23: 



a?] Durch Multiplication der ersten und der letzten der Gleichungen (:j.) 
mit a;-^ 2 ergiebt sich aus den Gleichungen (3.) No. 22 und (6.) No 23, wenn 
wir x = k t setzen, 



I 
Multipliciren wir die beiden ersten der Gleichungen (3.) mit ;/ k n und [ 

setzen x = & 3 , so folgt aus den Gleichungen (4.) No. 22 und (7.) No. 2;i: ; 

(9.) 

(^') V vv v ^ I JX -~ li't .VSV'3/ I . /, ,- . 

i;- t V'k-.W 

Multipliciren wir endlich die beiden ersten der Gleie-huiigen (:*.) mit 
x \ und setzen x = fr 4 , so ergeben die Gleichungcu (r>.) No. 22 und (s.) 

No. 23: 

(11.) 
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25. 

Wir wollen mit k irgend eine der Grossen \,\,Tc a , \ bezeichnen. Urn 
die Function H(a,b,c, d) (No. 21) zu bestimmen, sind nunmehr die Werthe 
der Ableitungen nach fc von den Functionen a, , c, d fur die singularen 
Punkte & = ft 1? ft 2 , & 8 , ft d und fiir a? = oo zu berechnen. Wir konnten die- 
selben unmittelbar durch Differentiation der Gleichungen (5.) bis (8.) und 
der Gleichungen (10.) No. 23 nach der Variabeln k erhalten die Zulassig- 
keit dieser Differentiation liesse sich ohne erhebliche Schwierigkeit erweisen 
aber auch der folgende Weg fiihrt uns schnell zu demselben Ziele. 

Da die Integrate a, 6, c, d, f der Gleichung (1.) No. 23 durch die Um- 
laufe um ihre singularen Punkte ft l7 k^ ft s , ft 4 die Substitutionen (10.) No. 18 [28 
erleiden, deren Coefficienten von den Werthen der Grossen Jc^ 7^ 2 , & 8 , \ unab- 
hangig sind, so wird nach No. 12 eine Gleichung 

,. N dto A . div . d*w . d*w . 

(1.) -jT = A,w + A l ~r- + A ~ r- -f A -5-5- + 

v J 2 2 8 3 



in welcher -4 , -A^ J. 2 ,'^1 8 , -4 4 nach getroffener Wahl des k wohlbestimmte 
rationale Functionen von x sind, durch jede der Grossen a,l,c,d,f be- 
friedigt. 

Hieraus und aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und Gleichungen (10.) No. 23 
ergiebt sich dcmnach, dass die Functionen -~ , -^-, -g|- ? -g^-, -^ in der Umgebung 
von a; = ^ die Form P^ t + Q^log(^-~/vJ und in der Umgebung von # = oo die 
Form P w + Q w log -- haben, also in der Bezeichnungsweise meiner Arbeit*) 

<JC 

wie F beschaffene Ausdriicke sind. 

Scteen wir die Differentialgleichung (1.) No. 23 in die Form 



l > . , 

worm J5 , J3 Z , ..., J? 8 gauze rationale Functionen von und den Grossen ^ 

sind, und differentiiren diese Gleichung nach ft, so folgt 

,_ 7 , a B /aw\ ^ ^/^WT? fl8 / aw UB Jl/ UB /" 
(3.) s. ^a* + ^ ftFat + ^ a? W + ^ ^ U J + 4 ^ U* 



*) BORCHAEDTS Journal, Bd. 66, S. 155 l ). 



i) Al)h. VI, S. 198, Band I dieser Ausgabe. R. P. 
Puchs, muthera. Werke. III. 
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1st w erne der Functionen a, 6, c, d, f, so 1st nach den Gleichungen (5.) 
bis (8.) No. 23 w in der Umgebung von x = /^ eine wie F beschaiFene 
Function, welche zum Exponenten Null gehort. 1st -A der Exponent, zu 
welchem -^ gehort, und ist A > 0, so gehort ^(|f) zum Exponenten -A-r, 
wahrend 4g zum Exponenten -r gehort. Setzen wir also in Gleichung (3.) 
fur w seinen in einer der Gleichungen (5.) bis (8.) enthaltenen Ausdruck und 
fii r ||L den obigen Ausdruck P^+^log^-AjJ, welcher unserer Annahme 
nach zum Exponenten -A gehort, so ergiebt die Vergleichung der gleich 
hohen Potenzen von 0-fy entweder im Coefficienten von log (#-/:,) oder in 
29] den vom Logarithmus freien Gliedern, dass I dieEinheit nicht iiber- 
schreiten darf, wenn k = fy, und dass A nicht positiv ist, wenn k 
von k verschieden. 

Auf demselben Wege ergiebt sich unter Berucksichtigung cler (ileic-hungen 
(10.) No. 23, dass der Exponent, zu welchem - in der Umgebung von rr = , x , 
gehort, nicht grosser als die negative Einheit ist. 

Die oben erwahnte Coefficientenvergleichung zeigt ubrigctns atuih wie 
nach der directen Differentiation der Gleichungen (r>.) bis (s.) No. 23 KU 
erwarten war, dass im Falle k = k die Surnmen 

da da 61 db 
~dx*"dk 9 ~dx + "dk* 

zu einem nicht negativen Exponenten gelioreiL 

Hieraus ergiebt sich, dass 6? (a, i, <:, d) in <hr Uni^rlning <niuj 
jeden der singularen Punkte k^k^k^k^ iinc wio F brscha J'fcne 
Function ist, deren Exponent nicht unter die; negative Kinhoit 
sinkt, wahrend der Exponent von 6 f (a, />, f, </) in clrr ninirt^bung 
von a? = oo hochstens den Worth 5 hat. 

Nach Gleichung (26.) No. 21 ist 

(4.) <?(tf,6,M) = aU(a,l,c,d}. 

Wir wollen zunachst bemerken, dass H ausser fiir die W<*rtlnt ./ ~ A; 
fiir keinen anderen endlichen Werth von r un en ditch werden 
kann. Ist namlich x = p ein von den A' u verschiedener Werth, fiir wcilclien 
H unendlich wiirde, so miisste, weil G(a^,c^d) fur v ft eincm endlichen 
Werth erhalt, a f ur x = /J verschwinden. Macht eincn beliebigen Umlauf, 
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und gehen dabei a und (r(a, 6,c,d) bez. in a und 6?(a,&,c,<f) iiber, so ist 
well nach No. 2 1 H eine rationale Function von % nach Gleichung (4.) 

(5.) (0,J,M) = aH(a,b,c,d). 

Aus dieser Gleichung ergabe sich, dass auch a fur x = /? verschwinden 
miisste. Ein Werth # = /3 aber, fiir welchen jeder Zweig eines Integrals der 
irreductibelen Gleichung (l.) No. 23 verschwindet, miisste die Function fy(x) 
annulliren, was der Voraussetzung widerspriclit. 

Aus den obigen Entwickelungen und aus den Gleichungen (5.) bis (8.) 
No. 23 folgt, dass 

(6.) jr(*-*o(*-*,)(*-*,)(s-* 4 ) = a; 

fiir keinen endlichen Werth von x unendlich werden kann. 

Aus denselben Entwickelungen und aus den Gleichungen (10.) No. 23 folgt 
aber, class II fur x = oo wenigstens vierter Ordnung verschwindet Dem- [30 
nach ist II eine von x unabhangige Grosse. Da H nicht identisch 
verschwinden kann, so ergiebt sich, dass diese Function fiir x = oo genau. 
vierter Ordnung verschwindet. 

Vertauschen wir in Gleichung (2.) No. 16 x mit k^ so erhalten wir die 
Differentialgleichung, welcher y^y^y^ y 4 als Functionen von \ geniigen. 
Wir gelangen also durch den obigen Schliissen analoge Schliisse zu dem Re- 
sultate, dass 



- x 



eine von Ii\ unabhangige Grosse ist. Ebenso folgt, dass 



von l\ unabhangig wird. 
Setzen wir daher 

(7.) (*-JJ(s-jy(ff-* 8 )0^ = n ^ 

so erhalten wir 

(8.) J5T(a,J,c,d) = ip 

wo I eine von 0, fc f , * unabhangige Grosse bedeutet. 

8* 
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Nach den Gleichungen (4.) und (5.) No. 20 und der Gleichung (26.) 
No. 21 ist daher 

(9.) A = -, 

wo A eine von #, fc t , \ unabhangige Grosse bedeutet. 

26. 

Wir wollen nunmehr die Functionen a, ft, c, <, f in ihren realen und 
imaginaren Bestandtheil zerlegen, also setzen: 

(1.) a = fli + flji, & = &i + V> c = ti + Wi & = di + &**> f /! + /* 
Setzen wir ebenso 
(2.) x x^ + xj, 

so ergiebt sich aus dem Umstande, dass die Coefticienten der Tabelle (10.) 
No. 18 reale Grossen sind, dass es erlaubt ist, in dieser Tabelle ,/;,<:, rf, f 
durch a^b^c^d^f^ bez. und a, ft, c, 3, f durch a^b^c^d^'f^ be/,, y,u er- 
setzen, wenn mit a 1? 6^,^,^,^ diejenigen Werthe bezeictlnujt werckm, in 
welche sich die realen Functionen ^b^c^d^f\ der realen \*a,riablini ^ l) ;/' 2 
31] verwandeln, wenn der durch die Coordinaten (A',,^) bcst:ininit< fc Punkt urn 
je einen der Punkte 7^, 7^, ^, & 4 einen IJmlauf voll'/ieht. (neieluninaassen ist 
es erlaubt, in derselben Tabelle a, &, <;, rf, /' (lurch ^ 7 ^) r 2? ^i/2 ' H ' 7 <- und 
a, 6, c, 5, / durch ^^b^c^d^f^ zu ersetzeri, wenn di<^ let/Jerc^n (irosscui clus 
bezeichnen, was aus o>^b % ^c^d^f^ durch dieselben ("mliinfe von P'^-^.j wird. 

Die Function af+b*+cd verschwindet nacli dc^n (ilcnc-hun^en (7.) uncl 
(8.) No. 18 identisch fiir jedes x uncl venvandelt sich (lurch die I'mlaule um 
die singular en Punkte & tt in sich selbst. 

Bilden wir daher analog die Ausdriicke 

(3.) 9, = aj^ + bl + c^ 

so ergeben die Verwandlungstabellen fiir a j7 b^ ... und a.^ /i a , . .., von welchen 
eben die Rede war, dass die realen Functionen 'f,, 'f a cier realen 
Variablen x^ x >2 bei Umlaufen des Punktes (,r j5 ,/;) urn die* Pnnkte 
Jc ungeandert bleiben. 
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Ihrer Bedeutung nach bleiben x , 6 X , ... und a 2 , & 2 , ..., folglich auch <p 2 
und cp s ungeandert, wenn (% t ,x 2 ) irgend welche Umlaufe urn andere Punkte 
volkieht. 

Demnach sind <p x , cp 2 eindeutige Functionen von x^x. 

Aus der Gleichung 

(5.) af+W + cd = (s. Gleichungen (7.) und (8.) No. 18) 

w 

folgt dutch Trennung des realen und des imaginaren Theiles 

| (^ + a 2 2 ) A = - 6, [a&] + 6 2 (a6) - c, [ad] + c, (ad), 

I (aj + aj)/; = -^(aftJ-SJa&l-c.CadtJ-cJarf], 
wo 



gesetet ist. Substituiren wir die Werthe von und f 2 aus den Gleichungen 
(6.) in cp i? cp 2 (Gleichungen (3.) und (4.)), so folgt 

(8.) TiW + ^D == 92(^1 + ^2) == (<2#) 2 -f- (ad)(ac). 

Hicraus ergiebt sich zunachst, wie auch unmittelbar aus Gleichung (5.) 

sich ergiebt, 

Setzen wir demnach 
(10.) ?a = <p x = <p, 

so lautet die Gleichung (8.) 

(11.) <9(fll+al) = ( a W + (ad) (ac) == E. 

\ j j \ i */ \ / \ ^ \ ' 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich die wichtige Folgerung, dass das [32- 
Vorzeichen der Function E fiir eine beliebige Stelle (x^x^ nach 
Vollxiehung beliebiger Umlaufe ungeandert bleibt 

27. 

Aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und (10.) No. 23 ergiebt sich, dass in 
der Umgebung von x = /^ 

(l.> <P = |(*i/i-' 
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in der Umgebung von x \ 

(2.) ? = i^-dJM^-c^-^^ 
in der Umgebung von x = & 3 

(3.) ? = i^ + c^JK-^-^-^ 
in der Umgebung von a? = & 4 

(4.) 9 = itfo + ftXa^&. + c.-d^^ 
in der Umgebung von $ = oo 

(5.) <? == -. (c, a 2 - c 2 c/J lag p, + >\ . 

Wir haben hierbei in der Umgebung von a- = 7^ t 

(6.) . rc-JS? tt = ft,^'* 

und in der Umgebung von x oo 



gesetzt. Die Grossen r u und r w erhalten fur Q U = o, bex. e* x t) end lie he 
Weithe. 

Aus den Gleichungen (1.) bis (5.) ergiebt slch: 

Das Vorzeichen von cp in hinlangliclier Nalu* von l\ ist. ubertiiis(innnend 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von d , deinitucli nach den (ilei- 
chungen (5.) und (6.) No. 24 mit dem Vorzeiehen (Us iniu^iiiiiren Theilc.s von 

(8.) 



33] In hinlanglicher Nahe von A* 2 ist das Yorzeichen vou 9 ubereinstirnmeud 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 



demnach nach den Gleichungen (7.) und (8.) No. 24 mit dem Vorzeichen des 
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imaginaren Theiles von 



In hinlanglicher Nahe von Jc s ist das Vorzeichen von cp iibereinstimmend 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 

acdf 
2b + c-d ' 

demnach nach den Gleichungen (9.) und(lO.) No. 24 mit dem Vorzeichen des 
imaginaren Theiles von 



In hinlanglicher Nahe von k^ ist das Vorzeichen von cp iibereinstimmend 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 

q + 25 + c d 

^T7 ' 

demnach nach den Gleichungen (It.) nnd (12.) No. 24 mit dem Vorzeichen 
des imaginaren Theiles von 

.,. s 

(11.) a. 



Endlich ist in hinlanglicher Nahe von a? = oo das Vorzeichen von cp 

iibereinstimmend mit dem. Vorzeichen des imaginaren Theiles von , dem- 

c 

nach mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 
(12.) 



Die Grossen 1? 2 , a a , 4 , a sind Quotienten von elliptischen Periodicitats- 
moduln. Jede derselben lasst sich durch Anwendung einer linearen Sub- 
stitution in die Form i bringen, nach der Bezeichnungsweise meiner [34 
Arbeit*). Nach den Ergebnissen dieser Abhandlung ist also der imaginare 
Theil der Grossen a 1? 3 , 4 , a w negativ. 



*) BO-RCHAEDTS Journal, Bd. 83, S. 13 l ). 



Alh. XXIV, S. 85 ff., Band H dieser Ausgabe. B. P. 
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Es ergiebt sich also: 

Die Function cp ist in hinlanglicher Nahe der Punkte x = Jc u 

und x = oo negativ. 

28. 

Aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und (10.) No. 23 ergiebt sich, dass in 
der Umgebung von x = \ 

(l.) ( fl *) = ~i(*J 

in der Umgebung von x \ 

(2.) (ad) = -^{fa-rf,) 

in der Umgebung von x \ 

(3.) '(ad) = ^{(2^+Ci-ajfa-c,-^-/,)-^^ 
in der Umgebung von x = A\ 

(4.) (atf) == - {(^^^c^J^^ (I<>gC)'' 

endlich in der Umgebung von x = oo 

/v \ / -t \ / 2 t 2\ "I ! '. 

Die Grossen s und s sind fur ^ = bez. o = o, und elu'usn ,v', .v' hex. 

/t 60 ^ /t X ,", ' 4 

fur p 3 = 0, ? 4 = endlich. 

Aus den Gleichungen (1.) bis (5.) ergiebt sich imter Ik*rurksichtiguiig 
der Gleichungen (3.) und (4.) voriger Nummer, dass (ad) sowohl In liin- 
langlicher Nahe der Punkte 'k u als auch in hinlanglicher Nahe 
von = oo einen positiven Werth hat. 

29. 

Die Function cp ist fur jeden nicht singular en Werth von .*; 
35] von Null verschieden, so lange die Grossen k u endlich und von 
einander verschieden. Nun haben wir in No. 27 bewiesen, (lass 9 in 
der Nahe von x = oo und von x = & u negativ ist. Da aber diese Function 
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in einer niclit singularen Stelle ihr Vorzeichen nur wechseln konnte, wenn 
sie daselbst verschwande, so ergiebt sich: 

I. So lange die Grossen k^ endlich und von einander ver- 
schieden sind, ist <p stets negativ. 

Aus Gleichung (11.) No. 26 ergiebt sich daher: 

II. Unter derselben Voraussetzung haben die Grossen (dc), (ad) 
entgegengesetzte Vorzeichen. 

III. In einer niclit singularen Stelle kann keine der Grossen 
(<zc), (ad) verschwinden, weil sonst nacli Gleichung (1 1 .) No. 26 daselbst <p 
einen positiven Werth annehmen miisste. 

Da nach No. 28 (ad) in der Nahe der singularen Stellen positiv ist, so 
ergiebt sich aus Satz III.: 

IV. Unter derselben Voraussetzung wie in I. und II. ist ausser- 
halb der singularen Stellen (ad) stets positiv und (ac) negativ. 

Wir wollen den Coefficienten von i einer Grosse z mit J(^) bezeichnen, 
dann ergiebt sich aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und Gleichungen (10.) 
No. 23: 

Fur x & ? 



fur x = 



fur x = oo 

(3.) j(|) = oo. 

Hieraus folgt: 

V. In einem der Punkte k^k^^k^k^ und in x = oo ist entweder 
<p gleich Null oder lf~j unendlich. 

Die Grossen a, 6, c, d, /, als Functionen einer der Grossen & t aufgefasst, 
erleiden fur die Umlaufe dieser Variabeln dieselben Substitutionen, welche in 
den Gleichungen (10.) No. 18 angegeben sind. Es gelten daher die Satze I IV, 
wenn wir x mit Jc vertauschen. Diese Satze konnen wir alsdann folgender- 
massen zusammenfassen: 

VI. So lange die Grossen x^k^k^k^\ endlich und unter ein- 

Fuchs, mathem. Werke. HI. 9 
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ander verschieden sind, liaben die Grossen J(TJ), 7(-C), 

stets das negative Vorzeichen. 

3 6l In der Theorie der AsBLSchen Functionen werclen GrfisRen . a n 

J 21* i*J Si? 

betrachtet*),- welche mit unseren Variabeln |, r^ C in folgendeni Zusatnmen- 
hange stehen: 

** J I -m^mm *, | y 

"i't < ' l/ l* 



Die in den obigen Theoremen entliultenen Kesultatt, in diese Bexeichnuniw- 
weise iibertragen, liefern den Satx, class cli.T r^ale Thoil der quadratischeu 
Form a ll w i +2fl li wtt + fl M i (w, /* reale gauze Zalileu) vine dviinitv Form mit 
negativem Werthe ist Dieses Theorem , welches xtierst KIKMANN**) mit underen 
Hulfsmitteln bewiesen, hat sich also in unserer rntersuehun^ als emu Kigen- 
schaft der Functionen, wclr-lie gtnvissrii linraren nirter^ntial^leirltunfrtjn ge- 
niigen, ergeben, gleicli wie wir dan Theorem von den i^ericxienrelutionen* 41 *) 
in No. 18 unserer Untersuchunjjf ebenfalls als riiirn Anstlnss aiis dvn Kigen- 
schaften der Intcgrale Imearer Ditferential^lrifhnnp'u rrkaunt Iiahrn. 



Wenn wir clcai Satz V. vori^rr NiuumiT auf j, r , " als r'unrtiunt*n der 
Variabeln #, A* l7 /*; uhertragcn, sc lautrt diTM-lhr: 

I. Wenn xwei der Variabeln /,> , /^ uj.trr ihinnlir ndrr i^leieh 
einer der Grossen ^,// 4 oder ^-ini in* ;* i \ ., riu In In unnullicih 
wird, so ist entw(;dor /(C) ol r /< i /in/ 1 ') o. 

Nach Glcidhung (II.) .No. i'; i\t 



Wenn # un/,uhlig viole Cmlauf*' \oll/irht, iluu: i!,< rim- < M li'r mehrere 
der Grossen 5, y j} C von ./ unahhiingig wrnli-u. -n \\ nd, i; i f uiiL' .'indrrt hl<ibt, 
die rechte Seite der (ileiehung ( I .) viTM-h\\ iml*,.. |oii.,irlj a-n-li dii- linke. 



*) IllEMANN, At). R, N(>. lh|. 

**) A. a. ()., No. 2P). 
***) KIKMANN, a. a. o., Xo. ^0^1, 



1) RiemaniiB Werke, II. Aafl. (I^W 8. J2. K. F, 

2) A. a. 0., 8. 131-182. R. P. 
) A. a. 0., S. 13L B.P. 
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Wenn jj, ij ? C auch als Functionen der Veranderlichen \, \ betrachtet 
warden, so lasst sich dieses Resultat folgendermassen aussprechen: 

II. Wenn die Veranderlichen x,~k^\ solche Umlaufe in un- 
endlicher Anzahl vollziehen, dass eine oder mehrere der Grossen 
|, 7), C von einer oder mehreren dieser Veranderlichen unab- 
hangige Werthe annehmen, so wird 

(2.) .1(^ 



31. [37 

Wir haben es in No. 20 ausgesprochen , dass x,k i ,\ eindeutige Functio- 
nen von |, Yjj C sind, und bemerkt, dass wir den Beweis dieses Satzes im 
Wesentlichen nach der Metliode liefern wollen, welche wir fiir die elliptische 
Modulfunction*) angewendet haben. Diese Methode war im Wesentlicben 
die folgende. 

Sind 7] 1? 7] 2 die dort naher bezeicbneten Fnndamentalintegrale der Diife- 
rentialgleichung der Periodicitatsmoduln mit der unabhangigen Variabeln u, 

so beweisen wir zuerst, dass der reale Theil des Quotienten H = in der 

' ii 

Nahe der singularen Punkte u = 0, 1, oo positiv ist. Bezeichnen wir den 

realen Theil von H mit 3?(H), so kann es kein Gebiet F geben, innerhalb 
dessen 9?(H) negativ ist. Denn es miisste an der Begrenzung von F, wo 
3i(H) sein Vorzeichen wechselt, 9t(H) verschwinden. Wir zeigen aber da- 
selbst, dass das' Vorzeichen von 9?(H) vom Wege der Variabeln u unab- 
hangig ist. Wir konnen nun den Umlauf von u so wahlen, dass innerhalb 
F die Function H, also auch 3t(H) nicht unendlich wird. Weil aber inner- 
halb F keiner der Punkte 11 = 0, 1, oo sich befindet, so miisste 9t(H) inner- 
halb F identisch verschwinden. Wir zeigen dann, dass fur unendlich viele 
Umlaufe, welche H von u unabhangig machen, 3(H) gegen Null convergirt 
Der Gesammtwerthvorrath, den H fiir alle moglichen Umlaufe von u erhalt, 
befindet sich daher auf der positiven Seite der lateralen H-Axe. In diese 
Axe fallen auch die Werthe von H, welche u = 0, u = 1 entsprechen. Fiir 
die Function u von H, wie sie durch die Differentialgleichung zwischen u 



*) BORCHARDTS Journal, Bd. 83, S. 13 x ). 



i) Alh. XXIV, S. 85, Band II dieser Ausgabe. R. P. 

9* 
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und H*) definirt wird, sind aber u == 0, 1 die einzigen wirklichen singularen 
Punkte. Demnach ist u eine eindeutige Function des Werthvorrathes H. 

Genau ebenso verfahren wir in der Frage, die uns gegenwartig beschaftigt. 
Aus den Gleichungen (2.) No. 20, und aus den Satzen am Schlusse der No. 21 
und am Schlusse der No. 25 Gleichung (9.) folgt, dass die einzigen Singu- 
laritaten der Grossen #, & J? & 2 als Functionen der unabhangig von einander 
sich andernden Grossen , 73, C, durch das Zusammenfallen zweier der Grossen 
x, \, & 2 , 7^ 8 , \ oder das Unendlichwerden einer oder mehrerer derselben erhalten 
werden. Nach No. 29, Satz VI. ist der Gesammtwerthvorrath V der Mannig- 
faltigkeit |, YJ, C, wenn die unabhangigen Variabeln #, & i5 7^ beliebige Wege be- 
schreiben, so beschaffen, dass I(TJ), J( C), -^(i) 2 I(^l) I( C) negativ bleiben. 
38] Diejenigen Werthe, welche durch unzahlig viele Umlaufe von aj, & i? \ von 
solcher BeschafFenheit erzielt werden, dass eine oder mehrere der Grossen 
|, 7], C von einer oder mehreren der Grossen $, /^, J^ unabhangig werden, 
liegen auf derBegrenzung von V (Satz II. No. 30). Fur diese Werthe ist 
namlich I(|) 2 !(/]) I(C) == 0. Ebenfalls auf der Begrenzung liegen 
die oben bezeichneten singularen Stellen von x, ft l? k z als Functionen von 
|, 7], C (Satz I. No. 30). Fur diese ist namlich entweder J(C) == oo oder 
I(^) 2 -I(7])I(-C) = 0. Hieraus folgt: die Variabeln x,\,\ sind ein- 
deutige Functionen des Werthvorrathes V der Mannigfaltigkeit 

In der That sind diese Functionen a?, & 1? \ vermittelst der Thetaf unction 
als eindeutige Functionen von |, TJ, C darstellbar. 

(Fortsetzung folgt) 1 ). 
*) S. I c. p. 25 2 ). 



1) Diese Fortsetzung ist niclit orscMenen. K. F. 

2) S. 98, Band II dieser Ansgabe. R. P. 
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1) Anderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetzt nach der Druckfehler - Berichtigung zur Mittheilung vom 1. November 1888 
(No. 17), die mem Vater selbst am Schlusse der Mittheilung vom 13. December (Sitzungsberichte 
1888, S. 1290) gegeben hat: 

S. 11, Gleichung (2.) rechter Hand 1 an Stelle von +1, 
13 ist in Gleichung (PV) hinter 2 das Zeichen hinzugefiigt. 

Ferner wurde, von einigen Druckfehlern , die stillschweigend verbessert warden, abgesehen, 
Folgendes verandert : 

S. 3, Zeile 1 Bedeutet statt Bedeuten, 

5 wurde hinter Gleicliung (5.) [ ' '" )V } Mnzugefiigt, 

\/ = 1, ...,vl/ 
10, Zeile 4 v. u. wird statt werden, 

14, 9 wurde der vor Gleicliung eingeftigt, 
16, 3 v. u. wurde y ein Integral von (!.)< eingefiigt, 
21, 4 v. u. wurde das den Gleichungen (2.) gentigt eingefiigt, 
22, 1 den Gleichungen statt der Gleichung, 
Gleichung (9.) wurde (a = 1, 2, , . . , m) angefiigt, 
Zeile 8 v. u. linden statt findet s 

7 v. u. Gleichungen statt Gleichung; dasselbe noch an einigen anderen Stellen, 
24, 5 wurden die im Original hinter W stehenden Worte : einen Umlauf von x um 

gestrichen. 
25, Gleichung (1.) rechter Hand J^,, A {1> ..., ^,2^-1 statt -^QOJ -^au > ^a,2n-i lind 

(i = 1, 2, , . ., 2) statt (a = 1, 2, . . ., 2n), 
Gleichung (S 2 .) wurde (a = 1, 2, . . ., v) angefiigt, 
Zeile 13 geniigt statt geniigen, 

5 v. u. I> i<n DH, .. ., A,r-i statt J9 ao , D ai , . .., D a ,v-i 3 
26, 4 (s. No. 4) statt (s. No. 5), 

6 wurde von x unabhangige eingefiigt, 
j, 29, 8 wurde in vor BORCHARDTS Journal eingefiigt, 
33, 2, 6, 16 niedrigerer statt niedriger, 
34, 5 die s^* statt % und den jj,^ statt x;.a? 
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S. 35, Zeile 8 1st das Wort bezeichneten vor Umlaufe weggelassen, 

3 v. u. muss statt miisse, 

37, 5 v. u. ihre Ableitungen statt die Ableitungen, 
39, 11 v. u. zwischen a 2 , C 8 und eingefiigt, 
41, 13 v. u. von x unabhiingige vor Werthe eingefugt, 

11 v. u. 1st statt Sind, 
. 42 , Gleichung (1 5.) -(%%-$ 

43, Zeile 15 eines Fundamentalsystems statt des Fundamentalsystems, 
46, 1 angegebenen vor Umlaufe gestrichen, 
47, 5 v. u. wurde Gleichung (13a.) M = y(W+cd) hinzugeftigt, 

4 v. u. wurde 2U Anfang sein eingefiigt, 
52 in der dritten der Gleichungen (9.) statt +, 
in der dritten der Gleichungen (9a.) statt -{-, 

57, Zeile 11 ihre singularen Punkte statt die singularen Punkte derselben, 
60, 10 v. u., S. 62, Zeile 1 und 7 v. u., S. f>3, Zeile 6 ist >den* vor Gleichungen 

eingefugt, 

61, 3 v. u. No. 23 statt No. 18, 

63, Gleichung (11.) die obere Grenze im zweiten Integral Tt% statt fc i? 
65, Zeile 9 wurde sonst nach weil eingefiigt, 

18 vor Gleichung (1.) x = 7^, \ statt x = fc x , 

20 vor Gleichung (2.) x = 7c 8 , \ statt x = fc 2 , fe 3 , 7c 4 , 

Gleichung (3.) ^(-^ = 00 statt j(~\ = 0, 
\a / \ a/ 

Zeile 7 v. u. j($\ unendlich statt j(~\ Null, 

\a) U/ 

66, 6 v. u. J(C) = oo statt T(C) = 0, ebenso S, G8, Zeile 7 v. u. 

2) Was die Einfiihrung der zu einer linearen Differentialgleiclmng gehorigen Kiasse (No. 9, S. 17) im An- 
schluss an die beiden nachgelassenen Arbeiten KLGMANNS zwei allgemeine Siitze iiber linoarc Differential- 
gleichungen mit algebraischen Coefficienten (KIBMANNS Gcsammolto Werkc, zwcitc Aufiage (1892), 
S. 380) anbetrifi't, so ist dazu Folgcndes zu bemerken: Mcin Vater bedient sich hier der Bcxcichnnng 
Klasse in einem etwas andercn Sinne, als sie urspriinglich von RIEMANN gcdacht war. Nach K.IK- 
MANN gehoren lineare Diiferentialgleiclmngen , deren Losungon an kciner Stelle von uncndlidi holier 
Ordnung unendlich werden, zu derselben Kiasse, wenn sic nicht nur in alien Ycrzweigimg.sstellen ilirer 
Integrale, sondern auch in denjenigen Unendlichkeitsstellcn iibcrcinstimmen , wo sich die Integrate wie 
rationale Functionen verhalten. Mein Vater aber bezeichnet woitergehend Difierentialgleicluuigon, deren 
Losungen keinen Punkt der Unbestimmtlieit besitzen, als zu einer Klassc gchorig, wcnn ihre Intogralo 
dieselben Verzweigungsstellen besitzen. Fiir diesen wciteron Begriff hat Herr POINCAIIK (Acta Mathematica, 
Bd. 5, 1884, S. 212) die Bezeichnung espece (von Herrn Scnr.ESiNGEE mit Art iibersetzt) eingefiihrt. 
Man vgl. iiber diese Bezeichnungen : L. SCHLESINGER, Handbuch der Theorie der linearen Diftercntial- 
gleichungen Band II 13 No. 164 und No. 222; 

3) Zu dem in No. 12, S. 24, Gleichungen (7,), (8.) und (9.) gegebenen Naclrvveis, dass die Ableitungen ~-J~^ 

u K 

der Elemente eines Fundamentalsystems nach einem Parameter Jc keine anderen Singularitilten besitzen 
als y a selbst, ist Folgendes zu bemerken: Die rechte Seite der Gleichnng (9.) 

On*. = JL r d f*(*> lk l_fa_ 

dJc 2niJ dk z x' 
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wo das Integral iiber die Begrenzung W eines Gebietes erstreckt ist, in welchem kein singularer Punkt 
der Diferentialgleichung sich beiindet, setzt das zu Beweisende schon voraus, da diese Gleichung nur 
besteht, wenn -jjj- innerhalb W eindeutig, endlich und stetig ist. 

Dass die Functionen *JJ5- als Functionen von x in der That keine anderen Singularity als die 
Functionen y a selbst besitzen, so lange der Parameter ft innerhalb gewisser Grenzen bleibt, folgt, wie 
Herr SCHLESINGEK, Handbuch u. s. w., II 1? No. 228, gezeigt hat, aus den Untersuchungen des Herrn 
POINCARE (Acta Mathematica, Band IY, S. 212 if. Vgl. hierzu auch: SCHLESINGER, Handbuch u. s. w., 
Band I, No. 85 und 106). 

4) Zu dem in No. 13 gegebenen Nachweis, dass die Gleichung (H.) - die jetzt sogenannte nte Associirte 
der Gleichung (A.) - reductibel sein muss, wenn (A.) den Anforderungen (a.) in No. 11 genugt, ist zu 
beznerken, dass dieser Beweis und iiberhaupt der Satz von der Reductibilitat der nten Associirten nicht 
richtig ist. In der Einleitung zu der Mittheilung vom 17. Marz 1898 in den Sitzungsberichten der 
Akademie 1898, S. 222 sagt meinVater: Es moge bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass sich in 
die Mittheilung in den Sitzungsberichten 1888, S. 1284, Gleichung (15.) bis (21.) ein Rechenfehler ein- 
geschlichen hat, welcher den dort gegebenen Beweis beeintrachtigU. Dieser Rechenfehler ist der folgende: 
Aus den Gleichungen (6.) der No. 13, S. 26 folgt, dass fur ein Fundamentalsystem /"| a , wenn f von x unab- 
hangig ist, die Grossen D a p dieselben bleiben wie fur f a , wenn a^/J, dass dagegen D aa durch 

A* + ~p- -7 zu ersetzen ist. Demnach tritt an Stelle von -/(), fiir /"g a , nicht fy(t)+2 
I " ^ " dJc 

sondern ^($) + .~ ..- 7/(t). Dann lautet aber die Gleichung (16.), S. 27 

2 $ - r 
Statt (18.) ist zu setzen 

Also ist 

_ %_df_ 

Die Gleichung (17.) ist also selbstverstandlich , wenn (12.) erfiillt ist. Es lasst sich in der That 
zeigen, dass fiir jcdes Fundamentalsystem II (t) = yZ'(t) ist, so dass man auf diese Weise die Reduc- 
tibilitat der w ten Associirten nicht erschliessen kann. Mein Yater ist spater noch einmal auf den 
Gegenstand zariickgekommen in der Mittheilung vom 9. Marz 1899, wo. er die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen fiir die Reductibilitat der w* en Associirten entwickelt. 

Die folgenden Untersuchungen iiber die Periodicitatsraoduln der ultraelliptischen Integrale bleiben 
durch den angegebenen Fehler unbeeinflusst , da ja fiir deren Differentialgleichung 4 ter Ordnung die 
Reductibilitat der zweiten Associirten unmittelbar durch das Yorhandensein eines rationalen Integrals 
bewiesen wird. 

5) Zu No. 21, S. 48, Gleichung (15.) mochte ich zum besseren Yerstiindniss die genauere Untersuchung, welche 
ergiebt, dass y = 0, hier zum Abdruck bringen, so wie sie sich im handschriftlichen Nachlass meines 
Yaters gefunden hat: 

Setzen wir auf beiden Seiten der Gleichung (14.) f = 0, d= und 
fiir a, J, c Werthe, welche den Gleichungen 

aa + cc. 6 + 2 c = 
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geniigen, so folgt, dass entweder y=0 oder m' = la, m[ = A# 2 . Setzen 
wir auf beiden Seiten von (14.) /* = 0, c = und fur a, 6, ^ Werthe, welche 
sich aus den Gleichungen 

m'a + m[b + m' z d = 0, 
aa+ (^6+ 8 d = 

ergeben, so folgt wiederum, wenn nicht y = 0, dass m = ha, m^ = Aa 8 . 
Setzen wir endlich auf beiden Seiten der Gleichung (14.) a = 0, rf=0 
und fur J, c,/ 1 Werthe, welcbe den Gleichungen 

w;6 + mjc + <f = > 

^6+ 2 c4- 4 /' = 

geniigen, so folgt, wenn nicht y = 0, dass m' 9 = A 27 m 4 ' = ;U 4 . Es ist dem- 
nach, wenn nicht y verschwindet, identisch 

m'a + m' 2 c + m' B d + m'J = 2,(aai-cc s c + cc 3 d 4- ccj'). 

Ebenso ergiebt sich, dass unter denselben Umstanden 



na+ n 9 c+ n a d+ nj' = 
m"a + mlc + vn'^d + m"J = v(m'a + m^c + m' 9 d + m'J) 



Setzen wir also 

aa + 2 c + cc s d + a^f F, 
so geht (14.) iiber in 



diese Identitat kann aber nur bestehen, weun y = 0. 

6) Die Theile dieser Arbeit von No. 26 an sind wobl nur als ein Eutwurf einer schr tief licgcnden 
Untersuchung iiber die Art der Abhiingigkeit der Werthe X, 7j ls 7j 2 von den |, rj, C anzuschcn. In Bexug 
auf den am Anfang der No. 29 ausgesprochencn Satz, dass cp fur jedcn nicht singuliircn Worth von a;, 
so lange die Grossen 7c u endlich und von einander verschieden sind, immer einen negativen Worth haben 
miisse, sei Folgendes bemerkt. Mein Vater hat, wio aus deni handschriftlichcn Nachlass hcrvorgoht, 
wiederholt versucht, fur diesen Satz, der fiir die in den folgenden Numniern angedeutete Theoric gruud- 
legend ist, einen Beweis xu geben. Ich mochte die beiden letzten Notcn, die icli zu diesem Gegenstand 
im Nachlass vorgefunden habe, hier zum Abdruck bringen, wenn mir auch das Bcweisverfahrcn noch 
nicht vollstandig zu sein scheint, da ihr Inhalt vielleicht fiir eine spiitere Forschung von Wichtigkcit 
werden kann. 



a) Setzen wir, wie in No. 26, x = x^ + x^ & t = ^ + il^ so ist cp eine 
reale Function der realen Variablen x^x , / u , 1 A . So lange x in hinlang- 
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licher Nahe eines ^ sich befindet, oder in der Nahe von # = oo, ist 9 
negativ (No. 27). Soil cp in einem Gebiete T positiv sein, so miisste das- 
selbe durch Curven abgegrenzt sein, welche die Punkte Jc und oo aus- 
schliessen. Moge eine solche Curve, die ^ ausschliesst, C heissen und 
die CXD ausschliessende C^ Betrachten wir <p in seiner Abhangigkeit von 
Jc^ so wird C l sich verandem, wenn Jc t sich verandert, und es wird nach 
No. 27, da <p in Bezug auf /^ dieselbe Eigenschaft, wie in Bezug auf x be- 
sitzt, wenn Jc t in hinlangliche Nahe von ft f riickt, cp durchaus negativ sein, 
also miisste C l aufhoren zu existiren. Dieses ist jedoch nicht moglich, 
weil C l in hinlanglicher Entfernung von jedem der Punkte Jc bleiben muss. 
Demnach kann es iiberhaupt kein Gebiet F geben. 

b) Der Beweis, dass <p stets negativ, lasst sich am besten folgender- 
massen liefern. Wir nehmen an, dass x und ^ eine solche Lage haben, 
dass noch <p = sei, dass aber, wenn /^ sich um ein Kleines nach einer 
Richtung fortbewegt, cp negativ ware; dann ist, weil x und k t nicht singular 
sind, wenn wir setzen 

x = x. + ix, = ^4-tX, * x = l u + ttu = /Ji + iftj 
(1.) ? = Afa-aJ + Bfa-Kj + Cfa-Kj+Dfa-*^ 

worin die Coefficienten JL, 5, C, ... stetige Functionen von J lt , 1 19 sind. 
Andern wir / n , / ia stetig, so geht <p iiber in 

(2.) ? ' = 4'(0 1 -aJ + B'(0 f -<0 + ^ 

wo J.', J5' 3 C', ..., cp f resp. von A, J5, C, ..., cp beliebig wenig verschieden 
sind (der gleichmassigen Convergent wegen). Es wiirde also auch, for das 
veranderte System / n , ? 12 , cp' fiir ^ = t , ^ 2 = 2 verschwinden; aber wenn 
Z u , / l$ nach der oben bezeichneten Eichtung abgeandert werden, so muss 9' 
negativ sein etc. R- ^- 
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DIESES JOURNALS. 

(Journal fiir die reine und angewandte Matheniatik, Bd. 106, 1890, S. 14 



In meiner Arbeit (Journal fur Mathematik, Bd. 75, S. 179 1 )) habe ich [a 
den grossten unter denjenigen um den Nullpunkt der complexen Variablen w 
beschriebenen Kreisen, innerhalb deren nicht zwei verscMedene Werthe w der 
Function 



^ } wg(w) 

(f( w }i ff( w ) g^nze rationale Eunctionen und f(0), ^(0) von. Null verschieden) 
denselben Werth ertheilen, als Grenzkreis definirt. Der Radius dieses Kreises 
ergab sich (daselbst S. 184 2 )) als der Modul derjenigen Wurzel der Gleichung 
F'(w) = 0, welclie unter alien Wurzeln derselben den kleinsten Modul hat. 

Wenn die Coefficienten der ganzen Functionen f(w)imdg(w) besonderen 
Bedingungen Geniige leisten, kann jedoch der Radius des Grenzkreises einen 
kleineren Werth haben*). In der folgenden Notiz soil dieser Ausnahmefall 
pracisirt werden. 

Hieran schliesse ich eine Bemerkung, aus welcher hervorgeht, dass die 
Bestimmbarkeit des Grenzkreises nach den S. 194 3 ) (daselbst) zusammen- 
gefassten Forderungen von dem Ausnahmefalle nicht beeinflusst wird. 

*) Ein solches Beispiel wurde niir von Herrn ANISSIMOFF, Privatdocent an der Universitat Moskau, 
.vorgelegt, 



1) Abh. XIV, S. 361, Band I dieser Ausgabe. B. F. 

2) Ebenda S. 369. R. F. 
3^) Ebenda S. S79. Tf,. F. 



76 BEMERKUNG ZU DER ARBEIT XIV DES ERSTEN BANDES. 

1. 

Der Ausnahmefall zieht seinen Ursprung aus dem S. 181 182 1 ) (daselbst) 
betrachteten Falle J5 = und ergiebt sich folgendermassen: 
Setzen wir in die Gleichung 

(1.) <K^<0 = 0, 

cpt <pft 

io = re^ , w 1 = re ri , 

2] so ergeben sich Meraus durch Trennung des realen und des imaginaren 
Theiles die algebraischen Gleichungen 

#(cos<p, cos?,, r) = 0, 
JS^cosy, cos<p 17 r) = 

mit realen Coefficienten. Der Voraussetzung gemass werden dieselben be- 
friedigt durch die realen Werthe r = JR, cos<p = coscp'', coscp t == coscp'. Dem- 
gemass ergeben die Gleichungen (2.) in der Umgebung von r = R 

coscp = coscp" + $ ((V-.R) 1 "), 



coscp 1 = cos <p' + S 

i 
wo ?|J, ?P nach positiven ganzen Potenzen von (r JR) A fortschreitende Ilcihen 

mit realen Coefficienten bedeuten. Die Gleichungen (3.) liefern der Voraus- 
setzung nach nur fur r>R reale Werthe fur die beiden Grossen cp und cp t 
(vgl. daselbst S. 182 2 )). Dieselben lehren, dass die Lagen je zweier zusammen- 
gehorigen Punkte eines Kreises K r sich mit r stetig andern. 

Der Voraussetzung gemass entsprechen den Werthen von w in tier Um- 
gebung von w" Punkte iv i in der Umgebung von w\ die ausserhalb oder inner- 
halb K liegen, je nachdem w innerhalb oder ausserhalb K befindlich 1st. 
Sind daher w und w^ zusammengehorige Punkte des clem Kreise K unendlich 
benachbarten concentrischen uncl grosseren Kreises K f , welche resp. den 
Punkten w" und w r unendlich benachbart liegen, so miissen die geometrischen 
Quantitaten w w" und w^ w' die Bichtungen der Tangenten des Kreises K 
resp. in w" und w' haben. Nun sind aber dieselben geometrischen Quanti- 



1) Ata. XIV, S. 365367, Band I clieser Ausgate. R. F. 

2) Ebenda S. 366. B. F. 
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t&ten Halbsehnen eines und desselben Kreises K'. Sind demnach <p"+<ftp 5 <p'+df<p 
resp. die Argumente von>w und w^ so folgt daher zunachst 

Edy = 
also 



-^ fiir alle von w = w", w l = w ausgehenden entsprechenden Wegelemente 
denselben Werth annimmt, so gilt Gleiches von 

d log w l 
dlogw 

Fiir die entsprechenden Wegelemente w w" und w^w', fiir welche dr l = dr, 
erhalt 





JR 



nach Gleichung (4.) den Werth 
(5.) 



-~- 

dr 

Nun ist 



_ 

F (w l }w l d<L> 

Hwl w * 

Es wird gefordert, dass J3 = sei. Wenn demnach -^~ endlich und von Null 
verschieden, so miisste im Ausdrucke (5.) das obere Vorzeichen gewahlt 
werden, und es ergabe sich demnach A = l. Derselbe Werth von A 
wiirde fiir ~ = auftreten. Da aber der Werth A = 1 nicht statt haben 

ZCD 

kann (siehe daselbst S. 182 1 )), so bleibt nur die Annahme iibrig, dass ~^- 
unendlich wird. Die Wahl des unteren Zeichens liefert alsdann 

(7.) A = 1 

oder 

(8.) wF'^ + WiF^wJ = 0. 



i) Abh. XIV, S. 366, Baud I dieser Ansgabe. K. F. 



78 BEMERKUNG ZU DEIl ARBEIT XIV DES ERSTEN BANDES. 

Hierdurch ist der Ausnahmefall vollstandig umgrenzt: 

Haben die beiden Gleichungen (t.) und (8.) Losungen (w? t ,w), 
fur welche die Moduln von w l und w einander gleich sind, und 
ist der kleinste dieser Moduln kleiner als die Moduln der Wur- 
zeln der Gleichung F\w) = 0, so ist derselbe der Radius des Grenz- 
kreises. 

Dass die Moglichkeit, dass w i und w denselben Modul haben, in der 
That einen Ausnahmefall ausmacht , ergieb t f olgende Erwagung : 

Setzen wir in die Gleichungen (1.) und (8.) w = re* , w l = re* 1 , und 
trennen die realen und die imaginaren Bestandtheile, so erhalten wir zur Be- 
stimmung von r, cos, coscp x vier algebraische Gleichungen, deren Zusammen- 
bestehen eine Bedingungsgleiclmng fiir die Coefticienten von /'(w:) und g(w) 
zur Folge hat. 

Wir bemerken iibrigens, dass auch der Fall B = oo (S. 1S1 daselbst 1 ) 
4] gewissermassen zum Ausnahmefalle gehort. Es kann namlich nicht w' eine 
Verzweigungsstelle der Function w von w l sein. Demi aus der Eritwickckmg 

y. y.-H 

/Q \ ny ny n (^ W ? \ '" -\- 6 (w w' } '" -4- 

\ / o\i/'i\i/ J 

welche in der Umgebung von w l = w gilt, und wo x, I ganzc positive Zahlen, 
letztere' grosser als Eins, wiirde sich ergeben, dass innerhalb K gclegenen 
Punkten der Umgebung von w' ebenfalls innerhalb K gclegcno Jhuiktc der 
Umgebung von w" entsprachen, was dem Bcgrifie des Grenzkr crises wider- 
spricht. Es ist demnach mit F r (iv') = o gleichzeitig F'(w") = o. Also auch 
in dem Falle B = oo geniigen w t = w\ w = w" den Gleiehungeu (1.) uncl 
(8.), und haben denselben Modul. 

Demgemass ist der Normalfall der, dass auf der Peripherie des Grenz- 
kreises zwei entsprechende Punkte zusammenfallen (siehe S. ISO daselbst 2 ;). 



Urn zu zeigen, dass die Bestimmbarkeit cles Grenzkreises den Forderungen 
gemass, welche S. 194 s ) daselbst zusammengefasst sind, von dem Ausnahme- 



1) Abh. XIV, S. 365, Baud I dieser Ansgaba. R. F. 

2) Ebenda S. 364. E. F. 

3) Ebenda S. 379. K. F. 
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falle nicht beriihrt wird, wollen wir an die in No. 5 bis 9 daselbst 1 ) getroffenen 
Bestimmungen ankniipfen. 

Die Gleichung (l.) No. 6 daselbst eingefiihrte Grosse a bleibt willkiirlich, 
und nur ihr Modul hat eine gewisse untere Grenze. Setzen wir (GL (3.) 
No. 5 und GL (1.) No. 6, GL (9.) No. 8 daselbst) 



Bilden wir mit dieser Function die Gleichungen (1.) und (8.) voriger Nummer, 
setzen in denselben a = p+p'i, w = re* , w l = re^ 1 , so ergiebt die Trennung 
des realen und des imaginaren Theiles vier Gleichungen fur r, coscp, coscp^ 
Die Elimination dieser Grossen liefert eine algebraische Gleichung zwischen 
p und p. Man darf also nur p iind p r so wahlen, dass diese Gleichung 
nicht erfiillt werde. Dann gehort der Grenzkreis unserer Function F(w) 
dem Normalfalle an, und es bleiben die Schliisse der No. 6 bis 9 daselbst 
bestehen. 

Berlin, September 1889. 



l) Abh. XIV, S. 370 37C, Band I dieser Ausgabe. R. F. 
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Vgl. zu dieser Abhandlung die Anmerkung 2 zur Abh. XIV, S. 411412 des ersten Bandes und die 
Anmerkung 1 zu Abh. LVIII dieses Bandes. R. F. 



LYL 

tJBER ALGEBKAISCH INTEGRIRBARE LINEAEE DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEK 

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1890, XXVI, S. 469483; vorgelegt am 22. Mai; ausgegeben am 5. Juni 1890.) 



Es seien die Integrale der irreductibleii Differentialgleichung [469 



rait rationalen Coefficienten tiberall bestimmt*), und es werde vorausgesetzt, 
dass die Wurzeln der samnitlicliei! determinirenden Fundamentalgleichnngen 
rationale Zahlen sind, und dass zwischen den Elementen eines Fundamental- 
systems von Integralen y^y^y^ der Gleichung (A.) eine homogene Relation 
n ien Grades mit constanten Coefficienten 



(BO 

bestehe, deren linke Seite sich nicht in Formen niedrigeren Grades zerlegen 
lasst. In friiheren Arbeiten**) habe ich fiir n>% aus diesen Voraus- 
setzungen die Folgerung gezogen, dass die Gleichung (A.) algebraisch integrir- 
bar sei, indem ich den Nachweis fiihrte, dass z als Functionvon TJ = 



*) Siehe BOKCHARDTS Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.) *). 
**) Sitzungsberichte vom 8. Juni 1882, S. 703 ff. und Acta mathematica, 1. 1, p. 321 2 ). 



1) Al)h. VI, S. 18t3, Band I dieser Ausgabe. E. F. 

2) Abh. XXXIX, S. 289 ff., und Abh. XL, S. 299 if., Band II dieser Ansffab8. E. F. 

F u c h s , mathem . Werke. m. 11 
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nur eine endliche Anzahl von Werthen annehme*), nnd dass 
zwischen z und Y] eine algebraische Differentialgleichung erster 
Ordnung besteht, in welcher die Variablen separirt sind**). 

Diese Differentialgleichung wird folgendermaassen gebildet. Es sei H(f) 
die HEssESche Covariante der Form f, so ist***) 

H(f) = ZW, 
wo X# Wurzel einer rationalen Function von %. Sei 



< 



= / 



endlich A(^) diejenige Wurzel einer rationalen Function von ,?, welcher die 
Hauptdeterminante von y^ y t , y^ gleichwerthig ist. Setzen wir zur Abkiirzung 



so lautet die genannte Differentialgleichung t ) 



Wir fiigen fiir den weiteren Gebrauch. noch hinzu, dasstt) 



* 



*) Acta math., a. a. 0., S. 328 '). 
**) Acta math., S. 329 2 ). 
***) Acta math., S. 323 3 ). 

t) Acta math., S. 329, Gleichung (27.) 4 ). 
ft) Acta math., S. 329, Gleichung (26.) 5 ). 



1) Abh. XL, S. 306, Band II dieser Ausgabe. K. F. 

2) Ebenda S. 307. E. F. 

3) Ebenda S. 301. E. F. 

4) Ebenda S. 307. E. F. 
8) Ebenda S. 307. E. F. 
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Wie mit Hiilfe der Gleichung (a.) die algebraische Natur der Integrale der 
Gleichung (A.) zu erweisen 1st, findet sicli am angefiihrten Orte nur ange- 
deutet. Indem wir auf diesen Nachweis hier des Naheren eingehen, wollen 
wir zwei Verfahrungsarten entwickeln, welche auf verschiedenen Principien 
beruhen und, wie es scheint, ein iiber den vorliegenden Zweck hinausreichendes 
Interesse darbieten. 

l! 

Wir schicken einige Satze voraus, welche wir im. Folgenden verwenden 
wollen. 

I. Sind / w iJ w^iv 8 die zu y^y^y^ adjungirten Functionen, so hat 
das Bestehen der Gleichung (B.) zur Folge, dass w^w^w 9 einer 
homogenen Relation mit constanten Coefficienten gentigen. 

Denn durch Differentiation nach z folgt aus (B.) 



wo f k y-, y* = -f gesetzt ist. Ausserdem ist [471 

(2.) f l y l + f^ + f^y. = - 

Eliminiren wir aus (1.) und (2.) successive f s und f t , so ergiebt sich 

(3.) /iw.-^i = 0, 

(4.) /X-/>, = 0. 

Aus den Gleichungen (B.), (3.), (4.) ergiebt sich durch Elimination von y x , y f , y^ 
eine homogene Relation zwischen w^ w^ w s mit constanten Coefficienten. 

Ist ft>2, so ist auch der Grad der zwischen w^w^w^ stattfindenden 
Relation grosser als 2. 

II. Es sei die Differentialgleichung 

(5.) y + jp t y (m ~ + - + p m y = 

irreductibel und die Integrale derselben iiberall bestimmt*). 
Es seien iiberdies die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf 
constante Factoren, von endlicher Anzahl, so besitzt dieselbe 



*) BORCHAEDTS Journal, Bd. 66, S. 146, GleicKung (12.) x 



Abh. VI, S. 186, Band I dieser Ausgabe. E. F. 

11 s 



84 UBER ALGEBRAISCH INTEGRIRBARE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 

ein Fundamentalsystem von Integralen, deren logarithmische 
Ableitungen algebraische Functionen sind. 

In der That, wenn die Zweige eines Integrals y der Gleichung (5.) bis 
auf constante Factoren mit den Werthen y, y^y^ . .., y M tibereinstimmen, so 
sind die Zweige der Function u = -^- genau mit den Werthen 

_ d log y _ dlogy, _ dlogy, _ 

U ~ d# ' Ul ~~ dz > u * dz ' ' "' f " 1 "" 



iibereinstimmend. Die symmetrischen Functionen von ^, u^ ^ 2 , ..., u rmml sind 
daher eindeutige Functionen von z. Da die Integrale von (5.) iiberall be- 
stimmt sind, so haben diese eindeutigen Functionen keine wesentlich singulare 
Stelle, sie sind also rationale Functionen von z. Deznnach 1st u eine alge- 
braische Function von z. Die Gleichung (5.) besitzt die Integrale 



Von diesen miissen m linear unabhangig sein, da sonst Gleichung (5.) 
mit einer linearen DifFerentialgleichung niedrigerer als m ter Or timing und mit 
rationalen Coefficienten Integrale gemeinschaftlich hatte, gegen die Voraus- 
setzung. Die Gleichung (5.) besitzt daher ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen, deren logarithmische Ableitungen algebraisch sind. 

472] 2. 

Wenn die Gleichung (A.) die Relation (B.) zulasst, und wenn ausserdem 
bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf constante 
Factoren, von endlicher Anzahl sind, so hat dieselbe nach Satz II. voriger 
Nummer ein Fundamentalsystem von Integralen y^y^y^ deren logarithmische 
Ableitungen Zweige einer algebraischen Function sind. Bezeichnen wir die- 
selben beziiglich mit u^u^u^ so folgt aus Gleichung (i.) voriger Nummer 

(*) f^^ + ^y^^fs'^^ = 0. 

Aus dieser Gleichung und aus Gleichung (2.) voriger Nummer ergiebt sich 

(2.) /;yi(w.- 



Wenn wir vermittelst der Gleichung (B.) C als algebraische Function von TJ 
in Gleichung (2.) substituiren, so konnte sich ereignen, dass dieselbe fur die 
beiden unabhangigen Variablen z, TJ identisch erfullt wiirde. 
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Sind A^ A z blosse Functionen von 2 und B^ J5 2 blosse Functionen von 
Y], und 1st identisch fiir die unabhangigen Variablen Y], z 

(3.) A 1 S l + A 2 S,= 0, 

so 1st auch 

(3a.) A[S 1 + A Z S, = 

identisch erfullt, wenn A[, A' z die Ableitungen von A^ A 2 bedeuten. Sind 
J5 X , J5 2 nicht identisch. Null, so folgt aits (3.) und (3 a.), dass die Haupt- 
determinante der Functionen A^ A z identisch verschwindet, dass demnach*) 

(4.) A = yA 

wo y von # unabhangig. 1st 

A = 1-W3> A = ^2-^3, 

sowie J5 1? J5 2 die sich aus -~=r> "^^" vermittelst Gleichung (B.) sich ergebenden 

y 1 <y 1 

Functionen von YJ, so wiirde das identische Bestehen von (2.) nach Gleichung 
(4.) zur Folge haben 

(5.) i-w 8 = y(w a -M 8 ) 

und 

(5a.) 

(5b.) /iy. 

wo y eine Constante. Es kann namlich wegen der vorausgesetzten Be- [473 
schaffenheit von f nicht JB X , J5 2 identisch verschwinden. 

In Folge der iiber /" gemachten Voraussetzung ergiebt sich aus (5a.) und 
(5b.), dass identisch fiir alle y^y^y, 

(6.) t\^ + 7f^= W 

und 

(6a.) /;y. + ( 

wo M und M Constanten bedeuten. 



*) BORCHARDTS Journal, Bd. 66, S. 128 J ) 



) Abh. VI, S. 166, Band I dieser Ausgabo. B. F. 
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Es konnen nicht M und M t gleichzeitig verschwinden, da sonst durch 
Addition der Gleichungen (6.) und (6a.) sich ergeben wurde, dass f fur alle 
Werthe y^y^y z identisch verschwindet. Es sei daher zunachst M von Null 
verschieden, und wir setzen 

(7.) /*= ? ys n +?iyr 1 + - + 9i 

wo <fi eine homogene Function tf* n Grades von y t , y t bedeutet Aus (6.) 
ergiebt sich 

(7a.) 
Setzen wir 

(8.) % 

so folgt aus (7a.) 

(9.) 



Demnach ist entweder y = 1, oder es besteht ^ nur aus einem einzigen 
Gliede, namlich 

(10.) % = ^ y^ h y^ , (Z = I, 2, . . . , , 9 a ^ 0) 

wo 

. . . , Jf Av M . v 



Es kann aber nicht y = 1 sein, da sonst (6 a.) ergeben wurde, dass f eine 
zerlegbare Form sei, oder dass --, d. h.*) w 9 verschwinden wiirde, was der 
Voraussetzung widerspricht, dass y^ y^ y 3 ein Fundamentalsystem. bilden. 

Wir haben daher 
1 ,, ^ z fa \ ni 

oder 



Die Gleichung (B.) erforderte daher 

(12.) z/ryry; 1 = o, 

wo C eine Constante. 



*) Acta math., S. 331, Gleichung (C.) x ). 



i) Abh. XL, S. 308, Band n dieser Ansgabe. E. F. 
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Es kann nicht f=y n sein , well aus <p n = sicli TJ = constans ergeben 
wtirde. Es kann andererseits , da cp o = 0, nicht auch cp n identisch verschwinden, 
demnach ist cp n und wenigstens fur noch einen Werth des Index A cp^ yon 
Null verschieden. Aus (lOa.) ergiebt sicb daher, dass ^ und v folglicb. auch. 
y und M reale und rationale Zablen sind. 

Da die linke Seite von (12.) nacb. einem Umlaufe von #, wie leicbt zu 
sehen, identiscb in sicb selbst iibergefiibrt werden muss, so ist die HsssEscbe 
Determinante derselben 



also nach Gleichung (12.) die Function y^ 2 y z gleicb der Wurzel einer ratio- 
nalen Function. Es sei 



wo fy Wurzel einer rationalen Function. 
Aus (12a.) ergiebt sicb 



: 2 3 

Aus den Gleichungen (5.) und (13.) folgt 

2 7 y 1 





N 

( 14 -) 



Die Function u 2 ist aus ^ durcb einen Umlauf U der Variablen a hervor- 
gegangen. Da die Wiederbolung des Umlaufes U nur eine endlicbe Anzabl 
verschiedener Zweige der algebraischen Function u i bervorbringen kann, so 
muss, da wegen der Irreductibilitat der Gleicbung (A.) ^ nicht eine ratio- 
nale Function ist, g "^ eine ganzzahlige Wurzel der Einheit sein, d. h., da 
y eine rationale Zabl, 



Da y = 1 auszuschliessen ist, so miisste y = 1 sein, demnach [475 
Gleicbung (14.) in 

2 dlog<\> 
(14a.) ls = _ tli + ___i 

iibergeben. Da u^ u^ beliebige Zweige der Function u l sind, so ergabe 
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sich ebenso ftir den Zweig U B der Function u l 



2 



wb ^ Wurzel einer rationalen Function bedeutet. Aber da u n auch ein Zweig 
der Function u z ist, so miisste aus demselben Grunde 

2 



wo fy 2 Wurzel einer rationalen Function, sein. Aus den Gleichungen (I4a.) 
bis (I4c.) ergabe sich aber, dass der Zweig u^ also aus demselben Grunde 
alle Zweige der Function u^ die logarithmischen Ableitungen von Wurzeln 
rationaler Functionen, und demnach die Integrate von (A.) Wurzeln rationaler 
Functionen waren, was ausgeschlossen ist. 

Wenn es nur zwei Zweige der Function u v gabe, so miisste 

sein, wo a , a 4 , JR rationale Functionen von z. Hieraus wiirde sich crgeben 

/ 

(17.) &- = ZL + &.VA', 

V Vi 

wo 6 o1 b l rationale Functionen. Aus (10.) und (17.) wiirde fol'gen, class y t 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Ooeffi- 
cienten geniigte, was der vorausgesetzten Irreductibilitat der Gleichung (A.) 
widerspricht. 

Demnach kann Gleichung (6.) fur einen von Null verschiedeneix Werth 
von M nicht bestehen. Ebenso aber wiirden wir nachwcisen, dass die Glei- 
chung (6 a.) fur einen von Null verschiedenen Werth von M l auf einen 
Widerspruch fiihrt. Da aber, wie oben gezeigt, M und M % nicht gleichsseitig 
verschwinden diirfen, so ergiebt sich, dass die Annahme, dass die Gleichung 
(2.) identisch fur von einander unabhangige Werthe der Variablen z, TQ be- 
stehe, mit den.iiber die Gleichungen (A.) und (B.) gemachten Voraussetzungen 
476] unvertragiich ist. Die Gleichung (2.) setzt vielmehr die Variable 'TJ in 
Abhangigkeit von der Variablen #, und da diese Abhangigkeit eine alge- 
braische ist, so folgt unter Beriicksichtigung der Gleichung (0.) der Sate: 
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Wenn die Gleichung (A.) die Relation (B.) zulasst, und wenn 
ausserdem bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals derselben, 
bis auf constante Factoren, von endlicher Anzahl sind, so ist 
die Gleichung (A.) algebraisch integrirbar. 

3. 

Es sei 



(i.) y 

eine beliebige lineare, homogene Differentialgleichung, und es seien a t , a s , . . ., a m 

gegebene constante Werthe. Ist eine Substitution der zur Gleichung (l.) ge- 

horigen Gruppe, und sind a. k deren Elemente, so wollen wir von den Ausdriicken 

(2.) 4 = ta a 1 .+ jh a 4 + + 0^^ (fc = l,2,...,) 

sagen, sie seien durch Transformation aus ^o,^...^a m vermittelst der Sub- 
stitution 8 entstanden. Nehmen wir an, dass die durch die Gesammtheit 
der Substitutionen der Gruppe entstandenen transformirten Werthsysteme, bis 
auf einen alien Elementen je eines Systems gemeinschaftlichen Factor, von 
endlicher Anzahl sind, namlich ubereinstimmend mit einem der Werthsysteme 

(3.) ftaf>, litf , ...,^ag?). (a = 0,l,...,r-l, af = a,) 

Betrachten wir die Function 
(4.) TF= a x w x + a, ;, + + !;, 

wo w^ w^ ..., w m ein Fundamentalsystem von Integralen der zu (1.) ad^ 
jungirten DifFerentialgleichung bilden. 

Vollzieht z einen Umlauf, welcher der Substitution S entspricht, so ver- 
wandelt sich W in 

(5.) W = j^a,(A, 1 w l + A, 2 w 2 + "- + A lm w m }, 

i 

wo A kl die Unterdeterminante erster Ordnung der Determinante \a kl \ bedeutet, 
welche zu a u gehort. Es ist iibrigens 

(6.) Det | % I = j~\ 

Unter den Systemen (3.) giebt es der Voraussetzung nach ein solches [477 
(ZXVXV'-^XO, fc welches 

(7.) Za, = ^[a^af + *pd + - + *^(g] te -= 1,2,. .. 

Fnchs, mathem. Werke. III. 1* 
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namlich dasjenige System, welches aus (^^.--lO durch die inverse Sub- 
stitution von S hervorgegangen ist Substituiren wir (7.) in (5.), so folgt 

(8.) W = p[a?i0 1 + a?0 1 +.-.+ <X], 

wo /it von a unabMngig. Setzen wir allgemein 

(4a.) W, = fl?w 1 + flLX+ - + > <i = o,i,...,r-i) 

so ergiebt sich aus (8.), dass die Zweige der Function TF, bis auf constante 
Factoren, mit TF" o , TF, ..., TF^ iibereinstimmen. Wir erhalten also den Satz: 

I. Ist a l7 a a , ..., a m ein System gegebener von ^ unabhangiger 
Grossen, und sind diejenigen Systeme, welche aus dem gegebenen 
durch. Transformation vermittelst der Gesammtheit der zu einer 
homogenen Differentialgleichung m i&T Ordnung gehorigen Gruppe 
entstehen, bis auf einen alien Elementen je eines Systems gemein- 
schaftlichen Factor, von endlicher Anzahl, so besitzt die zu der 
gegebenen adjungirte Differentialgleichung ein Integral, dcssen 
Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicher Anzahl sincl. 

Wenden wir dieses Theorem auf die Gleichung (A.) an unter der Vor- 
aussetzung, dass sie die Relation (B.) zulasse, und dass es eine von (o, 0, 0) 
verschiedene Stelle der EiEMANNschen Fliiche (B.) gebe, welche durch die 
Gesammtheit der Substitutionen der zu (A.) gehorigen Gruppe in cine nur 
endliche Anzahl von Stellen derselben Flache transformirt wird, so ergiebt 
der Satz I., dass die zur Gleichung (A.) adjungirte Differentialgleichung ein 
Integral besitzt, dessen Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicher 
Anzahl sind. Da nach Satz I., No. 1, zwischen w^ w^ w 9 eine homogene Re- 
lation stattfindet, so folgt aus dem Satze in No. 2, dass die adjungirte Diffe- 
rentialgleichung, folglich auch Gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist. 
Wir erhalten also das Resultat: 

II. Wenn die Gleichung (A.) die Relation (B.) zulasst, und es 
ist eine von (0,0,0) verschiedene Stelle der RiEMANNSchen Flache 
(B.) vorhanden von der Beschaffenheit, dass sie durch die Ge- 
478] sammtheit der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gc- 
horigen Gruppe nur in eine endliche Anzahl von Stellen der- 
selben Flache ubergefiihrt wird, so ist Gleichung (A.) algebraisch 
integrirbar. 
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4. 

Es sei a ein endlicher oder ein unendlich grosser Werth von #, in dessen 
Umgebung das Integral 

J = 



eine eindeutige Umkehrung nicht zulasst, und es sei TJ = a, C = eine Stelle 
der RiEMANNSchen Flache (B.), welclie auf einem gewissen "Wege der Variablen 
z f iir 2 a erreicht wird. Wenn durch alle moglichen Umlaufe der Variablen 
z der Stelle (a, ) unzahlig viele von einander verscHedene Stellen 



derselben Flache zugeordnet wtirden, so gabe es unter diesen auch unzahlig 
viele, fur welche -K^Vj) weder unendlich noch Null wiirde, da K(^) eine alge- 
braische Function. In diesen Stellen wiirde sich aber & als Function von TJ 
verzweigen. Wir diirfen nun voraussetzen*), dass $ eine einwerthige Function 
von (fyC) ist; eine solche Function kann sich aber nur in den Verzweigungs- 
punkten der Flache (B.), also nur in einer endlichen Anzahl von Stellen 
dieser Flache verzweigen. Giebt es also Werthe & = a, in deren Umgebung 
J nicht eindeutig umkehrbar ware, so konnte der Stelle (,/?) durch die Ge- 
sammtheit der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehorigen Gruppe nur 
eine endliche Anzahl von Stellen zugeordnet werden, und es ware nach 
Satz II. , No. 3 die Gleichung (A.) algebraisch integrirbar. 

Giebt es solche Werthe a nicht, alsdann ist**) a eine eindeutige Function 
von J, welche entweder rational oder einfach, oder endlich doppelt periodisch 
ist. Da z fiir ein gegebenes TJ nur eine endliche Anzahl von Werthen an- 
nimmt, so miisste in dem Falle, dass & eine rationale Function von / wiirde, 
das Integral 



eine algebraische Function von 7], und demzufolge z eine algebraische Func- 
tion von 7] sein. Ist z eine einfach oder doppeltperiodische Function von 



*) Acta math., S. 337, Satz VI 1 ). 
**) BEIOT et BOUQUET ira Journal de PEcole Polytechnique, cah. 36, S. 217. 



i) Abk. XL, S. 314, Baud II dieser Ausgabe. R. F. 

12* 
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479] J, so miissen, damit a fur ein gegebenes TJ nur eine endliche Anzahl voix 
Werthen annehme, ganzzahlige Vielfache der Periodicitatsmoduln von H mit 
Periodicitatsmoduln von J iibereinstimmen, nnd Stellen in der Flache (B.)> 
in welchen z unbestimmt wiirde, konnten nur unter denjenigen Werthen be- 
findlich sein, fiir welche JL(TJ) verschwindet. Solche Stellen sind demnach in 
der Flache (B.) nur in endlicher Anzahl vorhanden. 1st aber >] = y, C = $ 
eine Stelle, wo z unbestimmt wird, so muss jede Stelle (y', *'), welche aus 
(y, 6) durch Transformation vermittelst einer beliebigen Substitution der zur 
Gleichung (A.) gehorigen Gruppe hervorgegangen, eine solche sein, fur welche 
z unbestimmt wird. Es miissen daher die durch Transformation vermittelst 
der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehorigen Gruppe aus (y, S) hervor- 
gegangenen Stellen der Flache (B.) nur in endlicher Anzahl vorhanden sein, 
woraus wieder nach Satz II. , No. 3, die algebraische Integrirbarkeit der Glei- 
chung (A.) folgen wiirde. Sind iiberhaupt keine Werthe (y, <f) vorhanden, 
fiir welche das Integral H unendlich wird, dann giebt as auch keine Stelle 
in der Flache (B.), in welcher z unbestimmt wird, so dass z eine rationale 
Function von (13, C), also wiederum Gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist. 

Hiermit ist der Satz, dass fiir n>2 die Gleichung (A.) algebraisch 
integrirbar ist, bewiesen. 

In der folgenden Nummer wollen wir eine zweite, auf andcren Principicn 
beruhende Methode angeben, um aus der Gleichung (.) die algebraische 
Integrirbarkeit der Gleichung (A.) herzuleiten. Obgleich diese zweite Me- 
thode bei weitem schneller zum Ziele fiihrt, so haben wir doch gegluubt, 
die in den Nummern 1 bis 4 entwickelte Methode nicht unterdriicken zu diirfen, 
da die Principien, auf welche sie sich stiitzt, auch weiterer Anwendungen 
fahig erscheinen. 

5. 

Wir wollen der Einfachheit wegen voraussetzen, dass in Gleichung (A.) 
p = o ist. Wenn dieses nicht stattfindet, so kann dasselbe durch die Sub- 
stitution y = e~~*S p z v erreicht werden, ohne dass hierdurch die Coefficienten 
der Kelation zwischen dem Fundamentalsystem v^ v^ v sJ welches y^y^ y^ ent- 
spricht, von denen der Gleichung (B.) abweichend werden. 

Wir haben alsdann 
(l.) Q6 = i. 
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Bilden wir aus Gleichung (/S.) unter Beriicksichtigung von (a.) [480 
-Jp ~^r"5 -gjr" un d setzen diese Werthe sowie den Werth von y l aus (p.) in 
die Gleichung (A.), so erhalten wir 

(2.) 
wo 



(3.) 



e (2) 



wenn wir die Ableitungen von 6 nach z mit oberen Indices, und die Ab- 
leitnngen von K und L nach T] mit dem Zeichen D^ angeben. 

Es konnen zwei Falle eintreten: 

L Entweder wird die Gleichung (2.) nicht identisch fur die unab- 
hangigen Variablen ^,7] erfiillt; dann ist durch diese Gleichung eine 
Abhangigkeit zwischen diesen Variablen gegeben, und da diese Abhangigkeit 
eine algebraische ist, so folgt, dass die Gleichung (A.) algebraisch integrir- 
bar ist. 

II. Es konnte aber auch die Gleichung (2.) for die unabhangigen Varia- 
blen $) Y] identisch erfiillt sein. Dann sind aber auch diejenigen Gleichungen,, 
welche aus (2.) durch Differentiation nach einer dieser Variablen erhalten 
werden, in demselben Sinne identisch erfiillt. 

Dividiren wir demnach die Gleichung (2.) durch A und differentiiren 
alsdann zweimal nach #, so wird identisch ffir s und TJ 



demnach ist entwedex 
(5.) 



wo y 1? y 2 von ^ unabhangig, oder es ist die Determinate der Functionen 
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j) /Aj 5 D(^\ gleich Null, d. h.*) 
(6.) D.(A 

481] wo A von # unabhangig, und gemass der ersten der Gleichungen (4.) 
(6a.) KD^L = -IL. 

Multipliciren wir die Gleichung (6 a.) mit Q und beriicksichtigen die Glei- 
chung (a.), so folgt 



woraus sich ergiebt 

(8.) L = i 

und nach Gleichung (/3.) 

(8a.) y v = e 

Im Falle, dass die Gleichungen (5.) erfullt sind, folgt aus (2.) \ 

/Q \ fT" 7~\ r x'" 7^ / ~J7"T\ T\\ i /i. T?' T\ T \ ~. "T A ' 

(tJ.J JL3L JL/Y, I JLA. JLs T { J\. JLf* JU) I T" V -, -/X JL/y, JU "]~ y^f, JL/ === U. * 

Nach Gleichung (a.) und nach Gleichung (1.) ist (9.) gleichbedeutencl mit 

Dieselbe wird befriedigt durch 

/* d.s 
(10.) L = e J "", 

wo A eine Constante ist, welche durch die Gleichung 



bestimmt wird. 

Wenn wir in (9 a.) 

L = - 
substituiren , so erhalten wir fiir y 



*) BORCHARDTS Journal, Bd. 66, S. 128 *). 



i) Abh. VI, S. 167, Band I dieser Ausgabe. R. F. 
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- 

e e* 
e <8) e' e 



Aus den Gleichungen (5.) folgt aber: 



Bi d /uk d8 /i 03 ~r" 4uk3 * 

vy O w v/ v 

Demnach ist Gleichung (12.) gleichbedeutend mit Gleichung (A.) fur 
y = y^ also wird die Gleichung (A.) befriedigt durch 

i f dz [482 

(15.) y t = Se J e , 

\ / v 1 / 

wo A eine Wurzel der Gleichung (11.)- 

Aus den Gleichungen (8 a.) und (15.) ergeben sich Integrale der Glei- 
chung (A.), deren Zweige bis auf constante Factoren, von endlicher Anzahl 
sind, und wir konnten hieraus unmittelbar nach dem Satze in No. 2 folgern, 
dass Gleichung (A.) algebraisch integrirbar sei. Wir konnen aber dieses hier 
auch direct nachweisen. 

Zunachst ergiebt sich fiir den Fall der Gleichung (6.) aus dieser Gleichung 

6 (s) 6' A r C2) ' 2 



wo ft eine neue Constante. Aus derselben ziehen wir den Schluss, dass B 
eine rationale Function, und dass daher die Gleichung (8 a.) ein Integral der 
Gleichung (A.) liefert, dessen logarithtnische Ableitung rational, was mit der 
vorausgesetzten Irreductibilitat der Gleichung (A.) unvertraglich ist. 

Im Falle der Gleichungen (5.) ergeben die Gleichungen (13.), (14.), wenn 
YD r z beide von Null verschieden sind, dass 6 eine rationale Function von #, 
und die Gleichung (15.) liefert wiederum ein Integral der Gleichung (A.), 
dessen logarithmische Ableitung rational. 

Die Grosse y 2 kann nicht verschwinden, da sonst die Gleichung (A.) 
durch 6, d. L durch die Wurzel einer rationalen Function befriedigt wiirde. 
Es konnte aber y l = sein. Alsdann hat die Gleichung (A.) die Integrale 
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(17.) yi = & 

wo A der Gleichung 

(lla.) A 8 + y 2 = 

geniigt, und wo e eine primitive dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Die 
drei Integrate y,, y s , % bilden ein Fundamentalsystem. 
Aus der zweiten der Gleichungen (5.) oder aus 



folgt 

6 (8) 6' 



Demnach ist G 8 eine rationale Function, woraus sich ergiebt, dass die 
Integrate y^y^ y 9 fiir alle Umlaufe der Variablen 0, bis auf constante Factoren, 
sich nur unter einander vertauschen. In der That ist auch 



483] "Wir sind also wieder auf die Gleichung (I2a.) No. 2 gekommen, wenii 
wir ^ = 6 s setzen. Sei 

/_ rt v AV ylsH 

(20.) l = + _., Ma = __ + ., 

so ist nach Gleichung (14a.) No. 2 



Hieraus folgt 
(22.) A&+ = 0, 

also A == 0, d. h. nach Gleichung (lla.), <y z = 0, was nicht moglich ist. 

Demnach ist der oben mit II. bezeichnete Fall, dass die Gleichung (2.) 
identisch fiir die unabhangigen Variablen #, ij erfiillt sei, mit den iiber Glei- 
chung (A.) gemachten Voraussetzungen unvertraglich. Es ist demnach nur 
der mit I. bezeichnete Fall zulassig, d. h. die Gleichung (A.) ist alge- 
braisch integrirbar. 



ANMERKUNG. 



Anderungen gegen das Original: 

S. 89, Zeile 10 wurde und sind vor a^ hinzugefiigt, 

in Grl. (3.) wurde fo statt fe gesetzt, 
10 v. u. Mlden statt ist, 
90, 12 wurde entstehen hinzugefiigt, 
92, 17 wurde ist am Ende Mnzugefugt, 
94, 1 wurde gleich Null vor d. h. hinzugefiigt, R. F, 
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BEMERKUNG 

ZU VORSTEHENDER ABHANDLUNG DES HERRN HEFFTER ZUR 
THEORIE DEE LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHCJNGEN 3 ). 

(Journal fur die reine arid angewandte Mathematik, Bd. 106, 1890, S. 283 284.) 



Es sei g Q (x) eine ganze rationale Function des m i :l Grades, # % (#) eine' ["283 
solche, deren Grad nicht grosser als m x, und es seien die Integrale der 
Gleichung 



regular, so beweist Herr HEFFTER (S. 275) den Satz, dass die Gleichung. (cc.) 
durch eine ganze rationale Function vom Grade r befriedigt wird r : wenn die 
zu x = oo gehorige determinirende Fundamentalgleichung die negative ganz- 
zahlige "Wurzel r besif^t, und wenn zu derselben wenigstens ein 'yon Loga- 
rithmen freies Glied gehort. 

Wir wollen voraussetzen, dass die von x unabhangige Grosse g m von Null 
verschieden ist. Diiferentiiren wir die Gleichurig (a.) Z-mal, so ' erhalten wir 



wo \^(x) eine ganze rationale Function hochstens vom Grade m x bedeutet; 
insbesondere ist 

(y.) '" h(*) = ?* + ^U + 



i) L. Heffter, Tiber Recursionsformeln der Integrale linearer homogener Differentialgleicliungen ; Journal fur die reine nnd ange- 
wandte Mathematik, Bd. 106, S. 269-282. E. F. 

13* 
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wo \ der x te Binomialco efficient von A und g w = ~f , eine von x nnabhangige 
Grosse. 

Der Ausdruck Ji, wird iibereinstimmend mit der linken Seite der zu 

Am 

x = oo gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, wenn wir A = $ 
setzen und s als Unbekannte dieser Gleichung betrachten. Daher 1st \ m = o 
fur A = +r, wenn diese Gleichung die negative ganzzahlige Wurzel s = r | 

besitzt, und umgekehrt, wenn \ m = fur A = r, so hat die zu :/; = oo ge- f 

horige determinirende Gleichung die Wurzel r. \ 

284] 1st daher r diejenige negative ganzzahlige Wurzel dieser Gleichung, 
welche den absolut kleinsten Werth besitzt, so ist Ji lm == fur I = r, aber \ 

nicht Null fiir I < r. Dann aber ist die Gleichung (/J.) fur A = r diejenige t 

Gleichung, welcher die r ten Ableitungen der Integrate der Gleichung I 

(a.), und nur diese geniigen*). Da nun, wenn \ m = o, die Glelehimg (ft.) | 

fiir A = r durch y (r) = C befriedigt wird, wo C eine von Null verschiedenc \ 

Constante, so folgt, class der Gleichung (a.) durch eine ganzc rations Je Function \ 

des Grades r geniigt werden kann. Wir erhalten also den Satz: ? 

Besitzt die zu x == oo gehorige determinirende Fundamental- 

gleichung ganzzahlige negative Wurzeln, und ist r diejenige 1 

unter ihnen, deren absolute! Betrag r den kleinsten Werth hat, 
so hat die Gleichung (a.) eine gansse rationale Function r ten Grades 
als Integral. 

Dieser Satz enthalt eine Erganzung des erwahnten Theorems des IFerru, } 

HEFFTEK. 

Fiir die Differentialgleichung der GAUssschen Keilie 



(') (X*~ X} ?/ 2) - [y - ( a 

geht die Gleichung (/?.) liber in 

(^'.) (^ a - x) if+ - [ y + I - ( a + 18 + 2 A + 1) x\ ? 

Die Wurzeln der zu x = oo gehorigen determinirenden Gleichung, welche 
fiir Gleichung (a.) gebildet ist, lauten in diesem Falle a, ft. Wenn nun a 

*) Siehe dieses Journal, Bd. 68, S. 384 1 ). 



Abb. VII, S. 238, Band J dieser Atisgabe. B. F. 
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eine negative ganze Zahl, ft entweder nicht eine negative ganze Zahl oder 
doch nur eine solche, deren absoluter Betrag nicht kleiner als der absolute 
Betrag von , so ist for A<:~ der Coefficient von / in Gleichung ('.) von 
Null verschieden; er verschwindet erst fur I = , so dass Gleichung ('.) 
durch eine ganze rationale Function des Grades a befriedigt wird. Ist auch 
ft eine negative ganze Zahl, aber ft = a x, wo x eine positive ganze Zahl, 
so geniigt der Gleichung (0'.), d. h. jetzt der Gleichung 

(]3 (2) .) (^ 2 ~ x) 2/ c - a+2) - [ y - a - (ft - as + 1) a] ^ a+1) = 

dann und nur dann eine ganze rationale Function, wenn <y gleich einer der 
Zahlen /J + 1,0 + 2, ...,/J + x. Der Grad derselben ist x 1, woraus sich dann 
ergiebt, dass die Gleichung (a'.) durch eine ganze rationale Function des 
Grades a + x = ft befriedigt wird. Diese Resultate stimmen mit denen des 
Herrn HEFFTER in No. IV seiner Arbeit iiberein. 



ANMERKUNG. 



Zu dem auf S, 98 ausgesprochenen Satze, der als eine Erganzung dcs crwuhntcn Theorems dcs 
Herrn HEEFIEE bezeiclmet wird, 1st zu bemerken, dass diese Erganxung schon von Horrn HFJ-FTKH selbnt 
in der citirten Arbeit (S. 276, Satz II) gegeben wortlen ist. It. K, 



LVIIL 

tBER EINE ABBILDUNG DURCH EINE RATIONALE FUNCTION. 

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 108, 1891, S. 181192.) 



Ixn 75. Bande S. 177 und im 106. Bande S. 1 dieses Journals 1 ) be- [181 
trachtete ich eine Function 



wo f(w),g(w) ganze rationale Functionen und f(0),^(0) von Null verschieden 
sind. Es werden in der w;-Ebene die um den Nnllpunkt beschriebenen con- 
centrischcn Kreise betrachtet, welche die Eigenschaft besitzen, dass jedem 
einem Punkte w des Kreisinnern zugehorigen Werthe ^, innerhalb desselben 
Gebictes, nur ein eiaziger Werth w entspricht. Unter diesen Kreisen wird 
derjenige mit dem grossten Radius der Grenzkreis genannt An den be- 
zeichneten Stellen habe ich den folgenden Satz bewiesen: Der Radius des 
Grenzkreises wird durch den Modul derjenigen Wurzel der Gleichung 

(/J.) JF = 

bestimmt, wo F'(w) die Ableitung von F(w) bedeutet, welche unter alien 
Wurzeln derselben den kleinsten Modul besitzt, oder falls 



und 

+ WF' = 



T.osungen (w^w^ besitzen, for welche die Moduln von w 9 w t einander gleich 



i) Abb. XIV, S. 361 ff., Baud I diesor Ausgabe uud Abh. LV, S. 75 ff. diesos Bandes. B. F. 
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sind, und falls zu gleicher Zeit der kleinste dieser Moduln kleiner als die 
Moduln der Wurzeln der Gleichung (]S.) ist, so giebt derselbe den Radius 
des Grenzkreises an. Dieser Satz lasst sicli kiirzer folgendermassen aus- 
driicken: Setzen wir 

a^ 

L w 
dw 



182] und suchen unter den gemeinschaftlichen Losungen der beiden Gleiehungen 

O) und | 

(C.) P(iv,w 1 ) = l | 

diejenigen aus, fur welche die Moduln von w und w^ cinandcr gloich werden, \ 

so bestimmt der kleinste unter diesen Moduln den Kadius des (mm'/kreises. j 

In einera Aufsatze*) hat II err NEKRASSOFF in Moskau sich bomiiht, nach- { 

zuweisen, dass der eben erwalmte Sate nicht riclitig sei. Der Verfasser dieses l 

Aufsatzes zeigt besonders durch den Schluss der Xo. ^ dcsselbcn, (lass er den : 

in dieseni Journal, Ed. 106, 8. 2 3 1 ) von mir gegebeneu Bewcis nicht vc^r- i 

standen hat. Es erscheint daher nicht ubei*Hilssig ? irn Folgcndcn (lurch cine \ 

.Erlauterung meine dortigen Schlusse dem Verstiindnisse nilher /ai riickc*!!. 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir, liier einen Bewcis (lesselhcm Satxcs 
:zu geben, welcher auf anderen Principien begriindet ist, und an und fur sieh 
nicht ohne Interesse zu sein scheint. 

Fiir die Zwecke meiner Untersuchnngen in der Arbeit dieses Journals ? 
Bd. 75, Abth. I, No. 5 10 2 ) moge im Folgenden noch angegeben werden, wie 
auch in dem Falle, dass der lladius des Grenzkreises durch Vermittehmg dor 
Gleichung (d.) zu bestimmen ist, die Grosse desselben den dortlgen An- 
forderungen gemass eingerichtet werden kann. 

I. 

Im Anschlusse an die Bezeichnungen meiner oben genannten Arbeit-en i 

seien w = w", u\ = w' zwei auf dem Grenzkreise K. einander entsprechende 

*) Mathematische Annalen, Bd. 38, S. 82. 



1) Abh. LV, S. 7G-7S dieses Bandes. B. F. 

2) Abh. XIV, S. 370378, Band I dieser Ausgabe. R. F, 
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Punkte. Bewegt sich w auf der Peripherie von J5C, so moge w t die Curven 
!i &*i&*i durchlaufen. Geht w langs JT durch den Punkt w = w" hin- 
durch, so wird t0 t langs einer der Curven & durch den Punkt 1v = w' hin- 
durchgehen, welche K daselbst beriihrt. Es moge diese Curve & sein. 
Es handelt sich namlich (siehe Bd. 75, S. 181 *)) urn den Fall, dass P(w",w') 
real und endlich ist, in welchem Falle ~ = (siehe daselbst Gleichung (2.), 
S. ISO 2 )) und P( w ",t0')+ *. = 0, woraus sich ergiebt, dass die Tangente [183 
der Curve <, in w f mit dem Radiusvector einen rechten Winkel bildet. Wegen 
der Symmetrie der Gleichung (y.) in Bezug auf w und w l muss, wenn w auf 
der Peripherie von K sich bewegend durch w = w' hindurchgeht, w l langs 
einer der Curven S durch w t = ^" hindurchgehen, welche JT daselbst beriihrt. 
Dieses moge die Curve ( 2 sein. Es kann selbstverstandlich (S 2 mit S tiber- 
einstimmen. Beschreiben wir urn w = w" einen Kreis $ von hinlanglicher 
Kleinheit, so wird diejenige Wurzel w t der Gleichung (y.), welche fiir w = w" 
den Werth w' annimmt, um den Punkt w t = w' heruiii eine geschlossene 
Flache ^ erfullen, von der Art, dass die Punkte von $ und ^ 1 sich gegen- 
seitig cindeutig entsprechen, wenn wir voraussetzen , dass F'(w'} und F'(w") 
von Null verschieden sind. Bezeichnen wir die Bogen der Curven E t , S 2 , 
welche in $, ^ hineinfallen und respective w', M?" enthalten, mit JB 1? JB 2 , so 
werdcn dcmnach von den Punkten der Flache ^, die ausserhalb K sich be- 
finden, diejcnigen, welche Punkten von $ t innerhalb J5T entsprechen, sammt- 
lich auf der einen Seite /J 2 von JB 2 liegen, wahrend die iibrigen auf der 
anderen Seite /? 2 ' sich befinden. Ebenso werden von den Punkten der Flache 
&\, die ausserhalb .K sich betinden, diejenigen, welche Punkten von $ inner- 
halb Ii entsprechen, sammtlich auf der einen Seite j8 j von B 1 liegen, wahrend 
die iibrigen auf der anderen Seite $( von J5 1 sich befinden. Die beiden Seiten 
j3 2 uncl /3 2 ' unterscheiden sich dadurch, dass man in der einen nach alien mog- 
lichen Itichtungen clem w" unendlich benachbarte Punkte angeben kann, 
wahrencl die dem w" unendlich benachbarten Punkte der anderen Seite von 
J5 2 auf der im Punkte w" an die Curve S 2 und den Kreis K gelegten Tan- 
gente sich befinden miissen. In gleicher Weise unterscheiden sich die beiden 
Seiten z und ^ von jB 1? indem namlich auf der einen Seite nach alien mog- 



1) S. 365, Band I dieser Ausgabe. K. F. 

2) Ebenda S. 365. K. F. 

it'll clis. ma-thorn. Werkfi. HI. * 
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lichen Bichtungen, auf der anderen nur in der Biehtung der Tangente an (E. 
und K, dem w r unendlich benachbarte Punkte gefunden werden konnen. Da 
von den Punkten w von /3 2 nach alien moglichen Richtungen asu w" unendlich 
benachbarte gehoren miissen, welche Punkten w t innerhulb $ x und K ent- 
sprechen, so sind es die Punkte w auf , z]i welchen nur in der Richtung 
der Tangente von K dem w" unendlich benachbarte Punkte gehoren , die ihre 
entsprechenden innerhalb $_ und ausserhalb K besitzen. A us dcmselben 
Grunde haben auch die Punkte w l auf p[ nur in der Eichtung der Tangente, 
zu w l unendlich benachbarte Punkte, welche innerhalb it und ausserhalb K 
184] entsprechende Punkte w besitzen. 1st daher R der Radius cles Grenx- 
kreises K, r = R + dr der Eadius des unendlich benachbarteu grossereti Krcises 
JBC', und sind w = w, w l w l zusammengehorige auf K gelegene Puiikte, 
welche respective w = w" 9 w l = w' unendlich benachburt sind, so muss auf 
der Seite p'^ w l auf der Seite p[ sich befinden, d. h. es musst^n clip Finikte w 
und w der Peripherie K' respective auf den Tangenten in w" und //' der 
Peripherie K gelegen sein. Hieraus folgt die Glci<:hung (4.) No. I der ohen 
citirten Arbeit in Bd. 106 1 ) 

(4.) tf ?l = rf ? . 

Da 



fur alle Eichtungen von dw und die entsprechenden <ltt\ einrn tniah;iinli*rlirlM'n 
Werth hat, wenn JP'(w) und F f (i(\) wcder Null norh I'ni'inllich wrnlcn, so 
ergiebt die Gleichung 



d log iv dr clr ! 

dass die reale endliehe Grosse Pfw.w) in /r ~ w" nosit.iv ist. Ks ist niim- 

\ i i / * 

licil "aT negativ, wie es der Begriff des Grenxkreises t-rfordrrt. I)it Cilridnmg 

dlogw x i cVj c)'f 

diogw "" ""7i d c'f 

zeigt alsdann, dass -|^ fxir w = w" negativ ist. Da fur ? r ' =.- o 



Abh. LT, S. 77 dieses Bandes. B. F. 
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so folgt aus Gleichung (4.) 



In meiner Arbeit Bd. 75, S. 181 182 l ) 1st nachgewiesen, dass fiir r>R bis 
zu einer gewissen Grenze ein Continuum von Kreisen K v existirt, auf deren 
Peripherien zusammengehorige Werthe w, w^ liegen, wenn niclit eine der mit 
K zusammengehorigen Curven ( in ihrer ganzen Ausdehnung auf K fallt. 
Da von diesem Satz auch in Bd. 106 2 ) Gebrauch gemacht ist, so moge derselbe 
hier noch mit einigen Worten erlautert werden. Aus der gemachten Voraus- 
setzung ergiebt sick, dass erst, wenn r-R einen endlichen Betrag erreicht 
hat, eine der mit K r zusammengehorigen Curven & r ganz innerhalb K y [185 
befindlich sein kann. Es konnen aber auch nicht sammtliche Curven (S,. 
ausserhalb K r verlaufen. Denn wenn w von w" ausgehend die Peripherie K r 
in w = w trifft, so wird w t von w' ausgehend in einem Punkte w^ = w l an- 
langen, der entweder auf der Peripherie K r oder ausserhalb oder innerhalb 
derselben gelegen ist. Liegt w l im Innern, so entspricht demnach einem 
Punkte w der Peripherie K r ein innerer Punkt w^. Liegt w im Ausseren 
von J5T., so hat w 1 die Peripherie K r bereits in einem Punkte w l = tt) 1 iiber- 
schritten, wahrend w noch in einem Punkte w = to des Innern sich befand. 
Der Symmetric der Gleichung (y.) wegen wiirde also in diesen beiden Fallen 
folgen, dass nicht sammtliche Curven 9 . ausserhalb K r verlaufen konnen. 
Es muss demnach die Peripherie K r innerhalb des genannten Bereiches von 
r unter alien Umstanden von einer der mit derselben zusammengehorigen 
Curven (S r getroffen werden. 

II. 

Wir gehen nunmehr dazu iiber, einen einfacheren Beweis des in der 
Einleitung bezeichneten Satzes zu geben, welcher zugleich eine tiefere Ein- 
sicht in die algebraische Natur des hier behandelten Problems gewahrt. 

Wir setzen in der Gleichung 

(i.) <K>,tO == o ? 

to = re^*, M = y' 1 *, 



i) Abh. XIV, S. 365367, Band I dieser Ausgal>0. E. F. 

2^ Ahh. LV. S. 7nflF. clifiSAH Bn.Tir?fl9 "R. P 
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wo r, r f die Moduln, cp, <p t die Argumente von w, w l bedeuten. Auf der 
Peripherie jedes mit dem Radius r urn den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
K r suchen wir diejenigen Stellen auf, fur welche 



Aus (1.) ergiebt sich, wenn r constant und cp verandeiiieh angenommcn wird ? 
in der Bezeichnung der Gleichung (s.)? 

(3.) p ( , Wi) -i j + fe = 0. 



Es debt nur eine endliche Anzahl von Kreisen 1C, auf deren .Peripherie 

- tlr 

P(w^w l ) unendlich wird. Demnach folgt axis Gleichung (:*.)* dass '^ Kings 
der Peripherie jK" r im Allgemeinen einc stetige .Function von y ist, und da 
186] r langs JK r Maximal- und Minimalwerthe annimmt, HO folgt, dass im All- 
gemeinen auf je dem Kreise K r Stellen vorhanden Kind, w(lc.lu?n \\'ur/<?ln der 
Gleichung (2.) zugehoren. Wir bezciclmen diese St<;lleu mit w r , #',' C ____ 
Die Gleichung (3.) ergiebt, dass in alien diesen Stellen /*(*/*, u\) reale \\'t'rth(* 
erhalt. Aus derselben Gleichung folgt umgekehrt, dass, \vnrn /^ir./rj In 
einem Punkte der Peripherie K r real und (*ndlicli ist, dicsiT Punkt */u den 
Stellen m r , m r , m r , ... gehort. 

Bezeichnen wir daher mit ^OvO diiyenige Func.fion von //\ /r s) \v*lche 
aus ^(w,wj hervorgeht, wenn die Coefficienten der l<*t/.tt*n*n clurc-h ihn? ron- 
jugirten Werthe ersetzt werden, und mit /r', u\ dir (*onjugirtt*n Wrrf.hr njsp. 
von w und w 1? so folgt aus den ebon gemachten Schliisscn, dass dir Wrrtlu" 
von r l? e? i? cp, welche den Stellen m r1 m' r1 m'^... i.'ntspivrhi'ii, clnrc-li di (Jl(*i- 
chung (l.) und die Gleichtingen 

(la.) *() = o 

und 

(4-) P(w |Wl ) = P 1 (w',io;) 

bestimmt werden, wenn wir unter P, (/<;,-,) (Hcj(!iiif,'c Function verstchen, 
welche aus P(u?,wJ dadurch hervorgeht, dass die Coeflic-ienten der letxteren 
durch ihre conjugirten Werthe ersetet werden. Ks ergelien si(-h hiernach 

CPi i Cpi 

r 4 , c , <? als algebraische Functionen von r. Hierdurch wird auch Pu^u 
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eine bestimmte algebraische Function von r. Eliminiien wir zwischen den 
Gleichungen (l.), (la.) und (4.) e*\e* l *> so erhalten wir zwischen r, r l die 
algebraische Gleichung 

(5.) <?(*,!,) = 0. 

Wenn wir fiir jeden Kreis K^ mit dem Radius r x diejenigen Stellen auf- 
suchen, fiir welche -- = 0, so wird aus demselben Grunde 



dw 

daselbst real; das heisst aber nichts anderes, als dass P(w^w 1 ) real wird. 
Es werden also die Werthe von r, e^\ 0^ 1 *, welche den Stellen auf K r ent- 
sprechen, wo -- = wird, aus denselben Gleichungen (l.), (la.) und (4.) zu 
bestimmen sein. Das Eliminationsresultat von e^ \ e^ 1 aus diesen Gleichungen 
ist also wiederum die Gleichung (5.). Es haben aber r und r a jetzt ihre 
Eollen vertauscht; hieraus folgt: 

Die Gleichung (5.) ist in Bezug auf r und r t symmetrisch. 

Ill [187 

Die auf den verschiedenen Kreisen K r gelegenen Punkte m r7 m' r ,m", ... 
bilden ein System von Curven, welches wir mit F bezeichnen wollen. Schreiten 
wir langs einer dieser Curven fort, so folgt aus der Gleichung t 

(1.) Pfw.w.u + i4^)4- -^A- + i-^- = 



(welche durch Differentiation aus Gleichung (1.) voriger Nummer hervorgeht), 
weil P(w^w l ) real ist, dass 

(2.) *(,,) = -^- 

Hierbei ist der Werth von ~ aus der Gleichung 

<*> f-f ^- 

zu bestimmen. 
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Es folgt hieraus zunachst, dass (?(r,r,) nicht (lurch eine Potenz 
von r r theilbar sein darf. 

1st namlich w = p r ein solcher Punkt der Peripherie K t des Kreis- 
continuums, von welchem in No. I die Rede war, vsa. dem ein auf derselben 
Peripherie gelegener Punkt w v = q r gehort, so wiirde die Vorausseteung, dass 
<?(V,r) durch eine Potenz von r-r t theilbar sei, zur Folge haben, dass die 
stetige Reihe der Punkte p r eine Curve A bildete, welche zu den Curven des 
Systems T gehorte und for welche -Jf- = 1 w5ire - Nach Gleicliun g (" 2 -) niiisste 
dann P(w, wj fur alle Werthe w der Curve 4, also nacli nncm hekannten 
Satze iiberhaupt in der ganzen w-Ebene gleieh der ucijativi-n Kin- 
he it sein. Es ware also 



was zur Folge liatte, dass ^(w'jWj durch emeu Lhiearfaetor ir^-fir rnit cou- 
stantem c theilbar ware. Dieses ist uber nicht mtiglich, wcil 'l(ir, u\) nicht 
fur w = 0, 7^ x = verschwiiidet. 

Setzen wir daher in Gleiclmng (5.) voriger Numintrr /\ /', HCI irh;ilteu 
wir eine wohlbestimmte algebraische Gleichung 

(4.) jtf(r) = 0. 

1st r gleich einer realen Wurzel dieser (ileielnmg, so lallrn <!i<* Punkti* tf' t , 
welche den Stellen m r ,m| m",... atvf der 'Perlphf^rie /i r x.uijrhcin'ii, f hrilwrisr 
oder ganz auf dieselbe Peripherie. 

188] Der Iladius des Grenzkreises ist dulun* mit drr klrinsttMi r^aleu 
Wurzel der Gleichung (4.) ubereinstimmend. 

1st r = a eine reale Wurzel der Gleichung (I.) uud w a *in* der- 
jenigen Stellen a ,^, m^..., dcnen auf der PeriplKtri** /v" tl \NYrf h w\ '/u- 
gehoren, und setzen wir zunachst voraus, dass nicht ^ und ^ fiir / i\ ^a 
verschwinden, so folgt aus den (ileichungen (2.) und (X), dass /^w,^) in 
^ gleich der positiven Einheit ist. 

1st a == JR der Radius des Grenzkreiscs , HO hleiht dicsos auc-li brstt'Iam. 

j /> o x'y 7 

wenn 17' ~g?7 ^ r r '^ = -K verschwinden wiirdon. Ks ist luiinlirh in dicseni 
Falle, wenn H'(r) die Ableitung von .?/(?) bedeutet, wegwi der Symnietrie 
von GforJ in Bezug auf ? und r auch //'(Zi) = o. 1st A die Dist-riminantc 
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von JET(r), so miisste demnach A verschwinden. Die Discriminante A 1st eine 
ganze rationale Function der realen und imaginaren Bestandtheile von Coeffi- 
cienten der Function F(w). Es sei A einer dieser Coefficienten. Ferner sei 
F^(w) diejenige Function, in welche F(w) iibergeht, wenn wir A durch 
A l = A + * ersetzen, wahrend wir die iibrigen Coefficienten beibehalten; end- 
lich sei H^r) aus F^w) ebenso hergeleitet wie H(r) aus F(w). Wir wollen 
e real nehmen, wenn in A der reale Theil von A auftritt, und rein imaginar, 
wenn nur der imaginare Theil von A in A enthalten ist. Alsdann wird die 
Discriminante A, von H^r) ausser f ur e = erst fur einen Werth. von e ver- 
schwinden, dessen absoluter Betrag eine gewisse Grenze g uberschreitet. 

Fiir die Werthe von e innerhalb dieses Bereiches sind aber der Radius 
des Grenzkreises, sowie die zusammengehorigen Stellen w, w^ auf seiner Peri- 
pherie stetige Functionen von e. Demnach ist auch P(w^w l ) fur dasselbe 
Werthenpaar w, tv l eine stetige Function von s, so lange mod<c^, bis e = 
einschliesslich (wenn nicht auf dem zu F(w) gehorigen Grenzkreise F'(w] Null 
oder Unendlich wird). Da nun diese algebraische Function P(w^w^ in dem 
ganzen Bereich <:mode<<; den Werth Eins hat, so muss auch fiir e = 
derselbe Werth erhalten werden. 

IV. 

Die Gleichung (4.) voriger Nummer kann auch als das Resultat der Eli- 
mination von <?'*, c* 1 * aus den Gleichungen 

(1.) ^(re^ t re^) = 0, [189 

(2.) t^-'V*-*'') = 0, 

(3.) f(re^\re^)^Pj(r^\ re"**) = 

erhalten werden (siehe No. II), und es ist r = R, der Radius des Grenz- 
kreises, die kleinste reale Wurzel der Gleichung (4.) voriger Nummer. 

Die Gleichungen (1.), (2.), (3.) konnen auch erhalten werden, wenn wir 
den realen und imaginaren Theil von ^(lo^w^ und den imaginaren Theil von 
P(w^w l ] gleich Null setzen. Unser in der Einleitung erwahnter Satz besagt 
daher : 

Wenn r = R der kleinste reale Werth ist, fiir welchen diese 
drei Gleichungen reale Losungen cp = 9", <p x = cp' zulassen, so ist 
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von selbst der reale Theil von 



bestimmt Er erhalt namlich den Wertlt Kins*). 

V. 

Im 75. Bande dieses Journals, Abth. I t XP. r lo 1 ) habi* ic'h folgende 
Aufgabe behandelt. 

Es seien # l? z^ ...,# Wlfl in der Kbene dcr rotnpli'xon Variubdn c willkur- 
lich. gegebene Punkte, ,, ^ tJ -) wfl *? l vrrsrhi^driif 
der Einheit, welche durch cine (Jldcbumj 

(1.) ir w -l ..-r. fi 

bestimmt werdeii, wo n^.m+1. Ks HU!! dii* ratiitnaU* 
(2.) r .-.- /.'(i*j 



(von der Gestalt der (ilcichung . in (li*r Kiii! j i!i!im) >n ^r 
dass w = ^ werde fiir ^ ^ A , mid da lrr Katlius dr-, /H /-" 
Grenzkreises grosser als Eins wenit*. - 

Wir haben daselbst <li(;sc IJcstiininunu; dun Ir/'-t'nhif fiiiff-r ilrr \oraus- 
setzung, dass der kLemste Moclnl ili-r Wwv. !i. I;*T ( m ii JIUL- /''(ir) ,11 
190] den Kadius des (ironzknisrs lipfrrl, \\ ir \\<*\>*-\. i.;. ; !,, ,.H,> fiir dm 
Fall thun, dass dieser Radius vcrmifft*Nt dtT f rl,-ii 1 u: 4 -,.-i 4 



und 

erhalten wird. 

Sei wie in Bd. 75, S. 



*) Ilierdurch last sick dan J'arad.,x<,n rf^s Ifrrm Ni,,ia.^ .,;-, i \ , .., T .\ r .. v < r -..p^t da 
seine Gleichung f( a ) = o eine Idcntitet. darstdlt. An. il-m i,i, i; v,, r r l, s ,,/ ,... ,,, , |;I . ; , l? M!ar, warum 
inNo.4 seines Aufsate Hcrr NKKHASSCH-I- mit .Irr M,,, ..- i,H,i^,. ' u H M. hi ., i^iii.n K- 
sultaten gelangen konntc. " ! j 

1) Abh. XIV, 8. 870-378, Band I dieier Ani|f|.. I;, f , 

2 ) Ebenda S. 871. E. F. 
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fi(0 = ~~~* 

Wir setzen nunmehr 

<?(W) _ , v 



und 

wo a. A, B noch verftigbare Constanten bedeuten, von denen jedoch 4, J5 
real sein mogen. Ist der Radius des zu g(w) gehorigen Grenzkreises grosser 
als Eins, so sei a = 0. 

Im entgegengesetzten Falle wollen wir beweisen, dass wir a 
so wahlen konnen, dass fiir die Function F(w) in Gleichung (4.) 
diese Bedingung erfiillt ist. 

Die Gleichung 

F(wJ = F(w) 
geht fur a = oo iiber in 

(5.) ^(w^-^w) = 0; 

hieraus folgt: 



Betinden sich w und ^ auf der Peripherie desselben um w = be- 
schriebenen Kreises, ist also w = re^\ w l = re^ ', so folgt: 



mod 1 - = 1, 
w 



woraus sich eriebt 



(7.) e+e-- + e-tA-B? = 0. 

Sind A, von einander verscHeden, so exfordert diese Gleichung, dass [191 

(8.) e n ^ = e wtpi 

Fachs. mn.tliflTn_ WAi-l-fl TTT 15 
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oder 

na*i wcp 

(8a.) e ^ = e 

Aus der Gleichung 

F'(w)w + F'(tv l )tv 1 = 

folgt fur a = oo 



Im Falle (8.) ware ftir die gemeinschaftlichen Losungen von ('>.) und (tt.) 

40" = <, 

das heisst 

(10.) - Aw M + f( - 1) It + (n + 1) ^tl w" + ^ - < ' 

oder 

(lOa.) Ato*+B = ' 

oder 

(lOb.) - 1 - + = ' 

v * ;0 if, 

Wenn wir ra als ungerade /ahl wiihlcn, so ist (I 1 *!).) aus/nschlicsscii. 

Es sei 

/> > + 1 



so liefern (10.) und (lOa.) iiur Wertiic von % , dcrcn Mudul irrusscr als Kins 
ist. Die Gleichung (10.) stimmt iVbrigi'tis ntit dcr ( ilfi 



/*'() = " 
iiberein. 

Die Gleichung (9.) kaim vcriuittclst (.">.) aiich in die I''iriu 



gesetzt werden. 

Sei = + /?', so folgt aus 



(12.) 
^ ; 



'(tt ? i) = 0: 
w + r/ ' (! "' ' 
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Setzen wir voraus, d^ss von den Grossen #, p die eine. unendlich gross 
werde, wahrend die andere endlich bleibt, und nehmen wir an, dass die [192 
Gleichung (8 a.) statt habe. Alsdann miissten auf dem Grenzkreise von F(w) 
fur diesen Werth von a zwei Werthe w, w l sich befinden, von der Beschaffen- 
heit, dass 

K(w n , <) == 

nnd dass w n , w" conjugirte Werthe sind. Da K(w n , w") reale Coefficienten 
hat und in Bezug auf die Argumente w n , w^ symmetrisch 1st, so wiirde der 
conjugirte Werth von K(w n , w"} ftir dasselbe Werthenpaar verschwinden. Aus 
Gleichung (12.) ergiebt sich demnach, dass auch 



wo g^{w) aus g(iv) erhalten wird, wenn in letzterer Function die Coefficienten 
durch, ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, fiir dasselbe Werthenpaar 
unendlich wird. Es inilssten demnach a und /3 fiir dasselbe Werthenpaar 
gleichzeitig unendlich werden, gegen die Voraussetzung. Wenn demnach 
a = a + pi so gewahlt wird, dass der absolute Werth nur einer der beiden 
Grossen a und /3 eine gewisse Grenze iiberschreitet, die andere aber einen 
beliebig gewahlten endlichen Werth hat, so kann der Fall (8 a.) nicht ein- 
treten. Der Radius des Grenzkreises von F(w) ist daher alsdann 
grosser als Eins. Die nahere Bestimmung von a erfolgt auf analoge 
Weise wie die der entsprechenden Grosse a in meiner Arbeit Bd. 75, Abth. I, 
No. 6 10 1 ). 



i) Al)h. XIV, S. 372378, Band I dioser Ausgaba. E. F. 
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ANMERKUNGEN. 



1) Der handschriftliche Nacblass meines Vaters liisst crkcnnon, class ihn die hicr gc>gcl)<'nrn Atwfuhrungen 
iiber das Abbildungsproblem noch nicht befricdigt habon, class cr vielinchr wkHiorhoIt auf dasselbe 
zuriickgekommen ist. Wie der Nacblass xeigt, hat er spiitor darauf ver/irhti*t, Mothwlw xur Itestininmng 
des Radius des Grenxkreises anzugeben, nnd hat vcTSurht das AbbildungspniMi'in ( '^ m ' Ki'iijitni8 der 
Grosse dieses Radius durchzufiihrcn. Als Krgelmiss diesor rntcrKUchnngpn ist danu KrhlhsHlu'h die 
Arbeit Uber eine besondere Gattung von rational en ('urv(n mit imajj;inari'H Pp|clpunJiti*n (Sitxunga- 
berichte 1900, S. 74 ff., Abb. LXXII dieses Handcs) anxsc*hwi. 

2) Zu dem S. Ill gemachten Grenzfibcrgang e ~ o ifit FoIgeudcK m hi?merk k n: Ini Narhlaf-N iwint'.s Vator 
findet sicli zu diesem Grenxubcrgang cine Anmcrtung, die irh hi<r w*rtlirli /urn Alulriirk lrinjf<n miirhtc: 

Bei dieser Gelegenheit muss icli ein \'ca 4 selu*ii hrrichtij^rn, wrlclirs 
sich p. 188, Bd. 108 eingeschliclieii hut. Dassolbr lntriff"t drn lctrt ^(v 
machten Grenziibergang e = 0. A\ r enn namlirh s hi'lii'hi^ kh'in, al>rr von 
Null verschieden angenommen wird, so ist <s niclit n of h w<* in! i*^, dass 
die Gleichung ^(r) == eine realc Wtn"/t*l l>t?sit'/i, wrlchi* i*im*r chrnlalls 
realen Wurzel der Gleichung //O") ~ o hinliiu^lich nahr koriunt. Ans 
diesem Grunde ist der bexeichncte Gn*ny*iU)cipui<i: nicht iimwr f /iiliissi<x. 

3) Zu Gleiclmng (12.) S- 114- ist xu bcmerken, das dir iin XniniT tier n-rlitcn Si-iff stchrnilt- Anndrurk 
K(w n ,w?) nicht, wic in Gleichung (!)a.) an^egebon, lautct, .sondcrn 




; w - 1 j [ - (H- I) w n +Ji, 4~ 1 1 ' 1/7 1 1 j ui 1 M' ? -t- " ~r i ! 

n. F. 



LDL 

USER LINEAKE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 
WELCHE VON PARAMETERS UNABHANGIGE SUBSTITUTIONS- 

GRUPPEN BESITZEN. 

(Sitziingsbericlite der Konigl. preussischen Akademie der "Wissenschaften zu Berlin^ 
1892, XII, S. 157176; vorgelegt am 25. Febrnar; ausgegeben am 3. Marz 1892.) 



Die folgende Notiz enthalt gewissermassen eine Fortsetzung der Unter- [157 
suchungen iiber lineare Differentialgleichungen , welche ich in den Sitzungs- 
berichten*) ver.oifentlicht habe. Den. Ausgangspunkt bildet diejenige Klasse 
von linearen homogenen DifFerentialgleichungen , welche icli in den Sitzungs- 
berichten**) eingefiikrt und angewendet habe , nnd welche sich dadurch 
charakterisiren, dass die Substitutionen, welche ein geeignetes Fundamental- 
system von Integralen derselben durch die Umlaufe der unabhangigen Varia- 
beln erleidet, von einem in den Coefficienten der DiiFerentialgleichung auf- 
tretenden Parameter nnabhangig sind. Es ergab sich daselbst, dass diese 
Eigenschaft sich mit dem Vorhandensein gemeinschaftlicher Losungen eines 
gewissen Systems partieller linearer DifFerentialgleichungen deckt. 

In der gegenwartigen Notiz beschaftige ich mich damit, umgekehrt 
solche Systeme linearer homogener partieller Diiferentialgleichungen zu 
kennzeichnen, defen Untersuchnng auf diejenige solcher gewohnlicher 



*) Jahrg. 1888, S. 1115 ff. nnd S, 1273 ff. ; Jahrg, 1889, S. 713 if. ; Jahrg. 1890, S. 21 if. 1 ). 
**) Jahrg. 1888, S. 127Sif, 2 ). 



1) Abh. LIV, S. 168 dieses Baades. E. P. 

2) Ebenda S. 20 ff. E. F. 
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linearer homogener Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden kann, deren 
Substitutionen von einer Anzahl in den Coefficienten auftretenden Parametern 
unabhangig sind. Diese partiellen Differentialgleichungen scheinen erne be- 
sondere Aufmerksamkeit zu verdienen. In dem Folgenden wird unter anderem 
gezeigt, dass zu ihnen auch diejenigen beiden Arten partieller Differential- 
gleichungen gehoren, auf welche nach einem von Herrn PIOARP*) fur be- 
sondere Ealle gegebenen Verfahren das Studium derjenigen eindeutigen Fune- 
tionen zweier Variabeln begriindet werden kann, welche Substitutionen der 
Form : 



, rf i 

5J I 6 ' 1 ' 7^+1^^ (I,' "(Jt'+ 

beziehungsweise 

L ag + 6 'r,+ 

l b?7)? Vg "+</'' 'c'fi+ 
zulassen. 

Die erstere dieser beiden Arten partieller Diiierentiulglcnchun^en hat 
neuerdings Herr JACOB HORN**) fur den Fall ratitmakT Coefficiiaitpii darauf- 
hin untersucht, unter welchen Umstaiulen ihre Intt^raU* sicli in drr Vi\\- 
gebung der singularen Stellen regular verhalten, das hcissf , in cler von mir 
gebrauchten Terminologie, ob sie daselbst nicht tmbrstiimnt***) wcnl*n. hi 
dem Folgenden werden die hierzu crforderlichcri Bedinguii^cn, imtrr liriiulxun^ 
des schon erwahnten Zusammenhariges der Ixwciclinetitn partiellen I)iHrnntial- 
gleichungen mit der besonderen Klasse gcrvvolmlidu'r DittVrcntijil.ulrichuniycn, 
welche von Parametern unabhangige Xubstitiitions^rupjM'n bcsif/nu aus dcr 
Untersuchung des Verhaltens der Integrale eincT ^owolinli<*}a*n linrarm 
genen Differentialgleichung in der Umgebung der sin^uljircn Ptniklt* hrric 

1. 

Sind in der Differentialgleichung: 



*) Acta Mathematica, T. 5, S. 176 ff.; LIOUVILLK Journal, IV. s : r. (I-r M , p. U'J if. 
**) Acta Mathematica, T. 12, S. 113 ff. und in seiner Frdlmrjrer Hal.ilitatii.nsschrift l-tsu. 
***) Vergl. Sitzungsberichte, Jahrg. 1886, S. 281 und Sitzungsberichte, ,Iubr. Is-s, S. iu7i, No. la l ). 



Abh. XLYII, S. 394:, Band JI dieser Ansgale uad Abh. LIV, S. 22 dieses Bando. B. F. 
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die Coefficienten r k rationale Functionen von #, und ist: 
(20 w'=A Q y + Aiy'+...+ A m ^ ^ , 

wo -4 , Atf ..., A m ^ rationale Functionen von x und y a} = -^Jf., so haben wir 
nach dem Vorgange von EIEMANN*) die Differ entialgleichung, welder w ge- 
ntigt, als mit (l.) zu derselben Klasse gehorig bezeich.net. 

Wir wollen diese Bezeichnungsweise auf den allgemeineren Fall aus- 
dehnen, wo r^ r a , . ..,?V eindeutige Functionen des Ortes (#,s) in der durch 
die algebraische Gleichung: 

(3.) F(x,*) = 

definirten RiEMANNschen Flache bedeuten, und wollen von der linearen 
homogenen Differ entialgleichung, welcher w geniigt, sagen, dass sie mit [159 
(1.) zu derselben Klasse gehore, wenn die Grossen* ^4 , A^ .. ., A m ^ eben- 
falls eindeutige Functionen des Ortes (x,s) bedeuten. 

Als Functionen des Ortes (#, s) lassen sich. die Integrate der Differential- 
gleichung (1.) als lineare homogene Functionen eines Fundamentalsystems 
y , 2/ 2 , . . ., y m mit von x unabhangigen Coefficienten darstelleno Ist G die 
Gruppe derjenigen Substitutionen von y^y^^^y^ welche den sammtlichen 
geschlossenen Bahnen des Ortes (a?, s) entsprechen, so ist G zugleich die 
Gruppe der denselben Bahnen entsprechenden Substitutionen ftir die Integrale 
w^w ( ^...,w m , welche aus Gleichung (2.) ftir y = y^ y^ . .., y m hervorgehen. 
Ist umgekehrt w^ w a , ..., w m ein System von Functionen des Ortes (#, s), 
welche fur alle geschlossenen Bahnen dieses Ortes in solche lineare homogene 
Functionen von w^ w^ ..., w m mit von x unabhangigen Coefficienten sich ver- 
wandeln, wie sie die Gruppe G liefert, und setzen wir: 

(4.) w k = A,y k + A l y' k + + A m _, yp~ , 

ftir Jc = 1, 2, .. ., wz, so folgt: 

(5.) AI = ^-, (Z = 0, !,...,-!) 

wo A die Hauptdeterininante von # 1? y^ .. ., y mJ und A ; aus A dadurch hervor- 
geht, dass die A-f l te Verticalreihe in A durch M? I? w 2 , ..., w m ersetzt wird. 



*) Yergl. Sitzungsberichte 1888, S. 1275 1 ). 



i) AWi. LIV, S. 17 dieses Bandes. E. P. 
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1st einer der bezeichneten Bahnen entsprechend: 
so ist auch, weil cc^ von % unabhangig, 







Der Voraussetzung nach ist auch: 

(8.) w k = cc kl w, + a kl u\ + 

Demnach erhalten Zahler und Nenner in Gleichung (5.) durch denselben 
Umlauf von (#,$) einen gemeinschaftliclien 1'actor, woraus sich ergiebt, dass 
JL A eine eindeutige Function des Ortes (x,s) ist. Die DifFerentialgleichung, 
welcher w^ w^ ..., w n geniigen, gehort demnach mit (1.) zu derselben Klasse. 
Wenn y^ y*>> , y m sowie w^ w 2 , ..., w m iiberall in der RnsMANNSchen 
Plache bestimmt sind (in dem Sinne wie dieses fur die Integrate dcrjenigen 
Klasse von Diiferentialgleichungen statt hat, welche in meiner Arbeit in 
CRELLES Journal, Bd. 66, No. 4, Gl. (12.) 1 ) definirt worden), so sind die Coefft- 
cienten A^ rationale Functionen des Ortes (x, s). 

160] 2. 

In derselben oben bezeichneten Arbeit*) haben wir eine besondere Gafr- 
tung linearer homogener Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienteu 
eingefiihrt, welche sich durch die Eigenschaft auszeichnet ein Fundamental- 
system von Integralen von der Beschaffenheit zu besitzen, dass die den Um- 
laufen der unabhangigen Variabeln entsprechenden Substitutioneri desselbeu 
von einem in den Coefficienten der Differentialgleichung auf- 
tretenden Parameter unabhangig sind. 

Es ist aber die Voraussetzung, dass die Coefficienten der Differential- 
gleichung rationale Functionen der unabhangigen Variabeln seien, eine tm- 
wesentliche. Sei wieder: 



*) Sitzungsberichte 1888, S. 1278 ff. 2 ). 



1) Atli. VI, S. ISC, Band I dieser Ansgabo. B, P. 

2) AM. LIV, S. 20 ff. dieses Bandes. E. F. 
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wo die Coefficienten eindeutige Functionen des Ortes (x,s) der RIEMANN- 
schen Flache: 

(2.) F(x, s) = 

bedeuten, die einen Parameter t enthalten. Es werde vorausgesetzt, dass em 
Fundamentalsystem von Integralen y l? y^ .. ., y m der Differentialgleichung, als 
Functionen des Ortes (#, s) existirt von der Beschaffenheit, dass in dem 
ganzen Verlaufe von (%,s) die Gleichungen: 



erfiillt werden, worin J. , -4^ . .., A m ^ eindeutige Functionen von (^, s) be-* 
deuten. Nach voriger Nummer*) geniigen -j~ einer Diiferentialgleichung 
derselben Klasse mit (1.), und ist nach. einem Umlaufe von (x,s): 



so ist auch: 



dt 



Es ergiebt sich dann auf dieselbe Weise, wie an der oben angefiihrten 
Stelle**), dass die Coefficienten der Substitutionen von y^y^^^y^ [ l61 
die irgend welchen Umlaufen von (#, s) entsprechen, von t un- 
abhangig sind. 

Es sei umgekehrt vorausgesetzt, dass ein Fundamentalsystem 
von Integralen y^ y 9j . . ., y m der Gleichung (1.) angebbar sei, von 
der Beschaffenheit, dass die Coefficienten der Substitutionen, 
welcbe alien Umlaufen von (x,s) entsprechen, von einem in den 
Coefficienten der Differentialgleichung auftretenden Parameter 
t unabhangig sind. Alsdann geniigen in dem ganzen Verlaufe 
von (x,s) die Functionen y^y^ >y n einer Gleichung der Form 



*) S. auch Sitzungsbericlite a. a. 0. 
**) S. 1279, Gl. (8.) J ). 



i) Abb. LIV, S. 21 dieses Bandea. R. F. 
F a c h s , mathem. Werke. m. 16 
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(3.), deren Coefficienten A z eindeutige Functionen von (x, s) 
sind*). 

1st namlich fiir irgend einen Umlauf von (a?, s) : 



(6.) y k = cfof/ 1 + afe& + --- + a 4w y m , (fc = 1,2, ..., 

so 1st nach der Voraussetzung auch: 



Daher gehort die Differentialgleichung, welcher -j^-, -Jk-, -, -J^- gentigen, zu 
derselben Klasse mit (1.) (S. vorige jSTummer), nnd es finden im ganzen Ver- 
laufe von (#,$) die Gleichungen (3.) mit in (%,$) eindeutigen Coefficienten statt. 

Wir wollen von den Differ entialgleichungen (].), welche ein Fundamental- 
system von Integralen besitzen, das zugleich einer Gleichung der Form (3.) 
geniigt, kurz sagen, ihre Substitutionen seien von t unabhangig. 

Sind die Coefficienten der Gleichnng (l.) rationale Functionen von (rr, #) ? 
und haben ihre Integrale keine Unbestimmtheitsstellen, so haben auch***) 
-~ keine solche Stellen, nnd die Coefficienten 



sind rationale Functionen von (x,$). 

3. 
Durch Differentiation der Gleichung (1.) voriger Nummer nach t folgt: 



, 
, + <&- __-/ - 0. Cfo = 1) 

162] Differentiiren wir Gleichung (3.) voriger Nummer wiederholt nach x und 
reduciren auf den rechten Seiten die Ableitungen nach x vermittelst der 
Gleichung (1.) derselben Nummer auf solche von der Ordnung 0, 1, ..., w~l, 

*) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., No. 12 l ). 
**) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0,, S. 1280, Gl. (5.) 2 ). 
***) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., S. 1281 3 ). 



1) Abb. LIV, S. 22 dieses Bandes. E. F. 

2) Ebenda S. 23. E. P. 

3) Ebeada S. 24. E, F. 
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und substituiren die Eesultate in dieselbe Gleichung (1.) voriger Nummer, so 
ergiebt sich eine Gleichung von der Form: 

d m ~ l v d m ~ 2 ?/ 

(2.) B I + 5 ==r + ''- + 1 ^y = > 



deren Coefficienten eindeutige Functionen von (#, s) sein sollen. 1st Glei- 
chung (1.) voriger Nummer irreductibel, so ergiebt sich hieraus: 

(3.) E, == 0, B a = 0, . .., JB W ='0. 

Dieses ist ein System linearer Differentialgleichungen fur die Functionen 
A Qj A^ ..., A m ^ mit Coefficienten, die von (x^s) eindeutig abhangen, und es 
ist zu entscheiden, ob dasselbe Particularintegrale besitze, welche eben- 
falls eindeutige Functionen von (%,s) sind. 

Wenn wir die beschrankende Voraussetzung wieder aufnehmen, 4ass die 
Coefficienten der Gleichung (1.) voriger Nummer rationale Functionen von 
(X)S) sind, und dass die Integrals derselben nicht Stellen der Unbestimmtheit 
besitzen, so gilt der Satz: 

I. Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen 
der Gleichung (1.) voriger Nummer sind von t unabhangig, wenn 
diese Gleichung von t unabhangige Substitutionen besitzt. 

Es sind namlich die Wurzeln einer determinirenden Fundamentalgleichung 
<j as -L-fache des Logarithmus der Wurzeln der Fundamentalgleichung*), einer 

2i TC 1 

Gleichung, deren Coefficienten der Voraussetzung nach von t unabhangig sind. 
Ist unter derselben Voraussetzung y^ y^ ..., y m ein Fundamentalsystem 
der Gleichung (1.) voriger Nummer, dessen Substitutionen von t unabhangig 
sind, oder, was dasselbe besagt, ein solches Fundamentalsystem, welches auch 
der Gleichung (3.) voriger Nummer geniigt, so wird hieraus das zu einer 
singular en Stelle x = a, s = I gehorige Fundamentalsystem u^ u^ . . ., u m 
durch die Gleichungen: 



(4.) u k = %y 1 + rr ft y 2 + + 

hergeleitet, in welchen x^ o? fa , . .., ^ durch die Gleichungen: 



*) Siehe CRELLES Journal, Bd. 66, S. 132, Gl. (6.) 1 ). 



i) Abb. VI, S. 171, Band I dieser Ausgabe. R. F. 

16* 



*) Siehe CKELLES Journal, Bd. 66, S. 132, Gl. (5.) l ). 
**) Siehe ebenda S. 134 ff. 2 ). 
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(5.) 



H 

163] bestimmt sind, wenn mit a rs die Umlaufscoefficienten von y^y^ ***<>y m \ 

fiir den singular en Punkt (a, 6) und mit w k eine der m Wurzeln der Funda- j 

mentalgleichung bezeichnet werden*). f 

Da a und o fc von t unabh'angig sind, so ergiebt sich fur den Fall, dass $ 

die Fundamentalgleichung ungleiche Wurzeln besitzt, dass die Verhaltnisse ! 

der Grossen % von t unabhangig. Wir konnen demnach die unbestimmten f 

Factoren von U, u^ ..., u m so wahlen, dass die letzteren ebenfalk gemein- | 

schaftliche Losungen von (l .) und (3.) voriger Nummer werden. ' 

Es ist aber**) zu ersehen, dass auch fur den Fall, dass die Fundamental- I 

gleichung gleiche Wurzeln hat, durch solche lineare homogenc Fimctioneu 
der Integrale y, y 2 , ..., y m ein zu (a, b) gehoriges Fundamentalsystem ab- 
geleitet werden kann, dessen Coefficienten nicht nur von x sondern auch von 
t unabhangig sind. Demnach konnen wir folgenden Sate aussprechen: 

II. Man kann unter denselben Voraussetzungen, welche im 
Satze I. gemacht sind, das zu irgend einem singularen Punkte 
der Gleichung (1.) voriger Nummer gehorige Fundamentalsystem 
u^M^ )M m so wahlen, dass auch die letzteren Integrale gleich- 
zeitig der Gleichung (3.) voriger Nummer geniigen. 

Im Falle, dass die Voraussetzungen des Satzes I. erfullt sind, ergiebt 
sich aus demselben, dass, wenn in Gleichung (1.) voriger Nummer: 

i / 

y = e V 

gesetzt wird, die Differentialgleichung fur v ebenfalls von t unabhiingige 8ub- 
stitutionen hat, dass man demnach bei der Discussion der Gleichung (l.) 
voriger Nummer da, wo es zweckm'assig ist, r i = voraussetzen kann. 



1) AWL VI, S. 171, Band I dieser Ausgabe, B. F. 

2) Ebcnda fi. 174ff. E. P. 
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Beispielsweise lauten die Gleichungen (3.) 

fiir r, = 
m = 2 

A? + 2^ = 0, 
(3a.) >|tt ) _9 >!>_ > j ^ 

r> 



(3b.) 



= o, 

if = 0, 

wo die oberen Accente Ableitungen nach x bedeuten. 

Wir behalten uns vor, bei anderer Gelegenheit auf eine Discussion dieser 
Differentialgleichungen fiir -4 , A^ ..., A m _ t zuriickzukommen. 

4. 

Indem wir nunmehr dazu iibergehen, Anwendungen der Theorie der 
Differentialgleichungen mit von Parameters unabhangigen Substitutionen auf 
eine gewisse Gattung von Systemen linearer partieller DiiFerentialgleichungen 
zu machen, wollen wir die Bezeichnungen in den Gleichungen (1.) und (3.) 
No. 2 abandern. Es sei demnach: 

(j^ \ ^, JL r _z f. + ... + r ^ s o 

V ; Q^m I Q x m-i m 

eine Diflerentialgleichung, deren Coefficienten ^^r^...^r m eindeutige Func- 
tionen der von einander unabhangigen Variabeln x^x l9 x^ ...,# und einer 
gewissen Anzahl von Grossen y, y^ j/ 2 , . . . , y a-1 , welche von den x, x l9 x^ . . ., x 
algebraisch abhangeix. 

Machen wir die Yoraussetzung, dass diejenigen Substitutionen der Glei- 
chung (A.), welche solchen Umlaufen von x entsprechen, fiir die zugleich 
IJi y^y^ ? y^^ ih re Anfangswerthe wieder erhalten, von x^ # 2 , ..., x un- 
abhangig seien, so folgt aus No. 2, dass ein Fundamentalsystem von Integralen 
^,^,5^ der Gleichung (A.) existirt, welches zugleich ein System: 

,p. d# . . d# . d m ~ l # __-, 

v, ; . Q X io ^ dx ltm ~ l dx~ 1 ~~ ' 
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befriedigt, wo A^ eine eindeutige Function von 

x, x u % ..., ^ e _ 1? y, y lt y t , ..., y . t 
bedeutet. 

Aus den Gleichungen (A.) und (B.) folgt, dass die sammtlichen Ab- 
leitungen jeder gemeinschaftlichen Losung derselben nach den Variabelu 
x, x^ x^ ..., x ^ als lineare homogene Functionen der m l ersten Ab- 
165] leitungen dieser Losung nach x daistellbar sind, deren Coefficienten ein- 
deutige Functionen von 



So ergiebt sich z. B. : 
(1.) 



Aus diesen Gleichungen erhalten wir durch Elimination von 

*L a ^ a Tlf. 

a^ 7 a"?"' ""' a^ 1 -- 1 

eine Gleichung 

r^ m & ^m I .. 

(A'.) + ,,_: + . .. + ri ._0. 

deren Coefficienten /, r^, ..., r^ eindeutige Functionen von 

x, x^ $ ..., a?^ x , y, y 17 ?/ 2? ..., y c-l 
sind. 

Es geniigt daher z auch. als Function von ^ eiiier gewohn- 
lichen linearen homogenen Differentialgleichung mit Coeffi- 
cienten von derselben Nat ur, wie r , r , .... r . 

/ 1' 2" " w 

Selbstverstandlich kann das System (1.) aucb. so beschaffen sein ? dass die 
Ordnung der Diflferentialgleichung (A'.) niedriger als die m te wird. Dieses 
wiirde geschelien, wenn die Determinante 



verscnwindet. 

Im Allgemeinen also wird die Ordnung der Gleichung (A'.) die m iQ 
sein, und es wird das System der Gleichungen (l.) fiir u = l, 2 ..... m~l die 

3 i, SWl 1 

Auflosung nach , -g^, ..., ^^ gestatten, und namentlich: 
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ergeben, wo C or eine eindeutige Function von 

a?, x^ o? a , ..., a^, ^, ?/ 1? &, ..., y M 
ist. Mit Hiilfe von (B.) folgert man dann, dass allgemein: 



wo C wiederum eine eindeutige Function von [166 

/y /y /y /yt 41 fll Al /H 

\fj , I*/- iVn J Wfj_< II / 1 J J 9 ) * * * J Cr ft '1 

ist. 

Im Allgemeinen geniesst also das Fundamentalsystem ^7 # 2 j > # TO 
die Eigenschaft, dass die Gruppe der Substitutionen desselben 
von X)X^x^...)X unabhangig ist, welche der Variabeln $, a^, ..., # ^ 
auch als allein veranderlich aufgefasst wird. 

7iw: Kategorie der Differentialgleichungen (A.) gehSren z. B. diejenigen 
Differentialgleichungen, welchen die Periodicitatsmoduln der ABELSchen In- 
tegrale als Functionen der Klassenmoduln geniigen*). 

Wir werden bald noch andere Beispiele kennen lernen. 

5. 

Es sei jetet umgekehrt ein System linearisr homogener partieller Diffe- 
rentialgleichungen mit der abhangigen Variabeln 2 und den unabhangigen 
Variabeln x^x^x^...^x^ vorgelegt, dereri Coefficienten eindeutige Functio- 
nen von #,#,...,#, und den von diesen algebraisch abhangenden Grossen 
y, y , . .., y ^ seien; und es werde die Voraussetzung gemacht, dass dieselben 
durch eine Function z befriedigt werden, deren Zweige (d. h. die durch 
solche Umlaufe der Variabeln x,x^x^ ...,2^ erzeugten Ftmctionswerthe , fiir 
welche auch y, y, y^ .. ., y^ ihre Anfangswerthe wieder annehmen) sich 
sammtlich durch m derselben ^ 15 ^ 2 , ..., # m linear homogen und mit 
von a;, x , x , .. ., x } unabhangigen Coefficienten darstellen lassen. 

*) Vergl. CEELLES Journal, Bd. 71, S. 128 ff.; Bd. 73, S. 324 ff.; Sitzungsbericlite 1888, S. 1285 ff. 1 ). 



Afch. IX, B. 283 ff., Band I und Abh. XHI, S. 343 ff., Band I dieser Ausgate ; Afch. LIV, 8. 29 ff. dieses Bandes. B. P. 
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Zunachst ergiebt sich: 

I. In Bezug auf jede der einzelnen Variabeln geniigt z einer 
linearen homogenen Differentialgleichung hochstens t ttr Ord- 
nung: 

M ~ + r ^J!!J! + ... + r* ) jf == 0, 



deren Coefficienten eindeutige Functionen der Grossen 

sind. 

1st namlich: 



167] die Hauptdeterminaute von z^z^...^z m in Bezug auf die Variable n^, 
und A ( ^ } diejenige Determinante, welche aus A a> hervorgeht, wenn die /t te Verti- 
calreihe duich, "g^j -gjw"j ? -a-^r ersetzt wird, so ist: 



-a- 

_ A a> 
(2.) ^ = _f^. 

"Wegen der vorausgesetzten Eigenscliaft der Function z wird fur einen Um- 
latif von $u bei welchem y, y t , y a , . .., y x unverandert bleiben, /abler und 
Nenner in der rechten Seite der Gleichung (2.) mit demselben Factor multi- 
plicirt, also r nngeandert bleiben. 

Aus der iiber die Zweige der Function z gemacliten Voraxissetzung ergiebt 
sich ferner: 

II. Lassen wir x^ solche Umlaufe machen, welche uuch 
2/? 2/i> 2/07 ) 2/cj-i * n illre Anfangswerthe zuriickfuhren, BO sind die 
diesen Umlaufen entsprechenden Substitutionen der Integrale 
der Gleichung (a.) .von , a? a , x^ .. ., x^ unabhangig. 

Wir sind hiernach auf die in No. 2 hervorgehobenen Differential- 
gleichungen wieder zuriickgefiihrt worden. 

6. 

Wir betrachten wieder ein System (S) linear er homogener partieller 
Differ entialgleichungen mit der abhangigen Variabeln z und den unabhangigen 
Variabeln a?, x^ x^ ..., # , deren Coefficienten eindeutige Functionen der 
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letzteren Variabeln und der von denselben algebraisch abhangenden Grossen 



Das System (S) soil jetzt der folgenden Bedingung geniigen: Dasselbe 
soil identisch befriedigt werden, wenn die sammtlichen Ableitungen nach 
den Variabeln x,x^x^ . ..,# durch bestimmte lineare homogene Ausdriicke 
eines festen Systems von m Ableitungen ersetzt werden, deren Coefficienten 
eindeutige Functionen von #, x^ # 2 , ..., a? , y, y^ %, ..., y^ sind. Dieses feste 
System von Ableitungen lasst sich dann allemal so wahlen, dass zwischen 
denselben eine lineare homogene Gleichung mit in 



eindeutigen Coefficienten nicht stattfindet. 

Fur ein so charakterisirtes System (S) ergiebt sich zunachst: 

I. JedeL6sung# desselben geniigt inBezug auf jede einzelne 

der Variabeln x^ einer Differentialgleichung: 



deren Coefficienten rf eindeutige Functionen von [168 

x, $ $ ..., x q _v y } y lt y 2 , ..., y a ^ 

sind, und deren Ordnung 

n < m + 1. 
Gleichzeitig ist: 



wo die Grossen Af eindeutige Functionen von 

x, x 19 x t , ..., x^, y, y l9 y ..., y^-i 
sind. 

Nach den Auseinandersetzungen von No. 4 geniigt es im Allgemeinen, 
urn die Existenz gemeinschaftlicher Losungen des Systems (S) nachzuweisen, 
die Gleichung (1.) fur eine der Variabeln, z. B. a?, aufzustellen 

(A'.) - + ,p + ... + v =0, 

1 7 
Fuoha, mathem. Werke. III. . if . 
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und festzustellen, ob dieselbe mit den Gleichungen 



gemeinschaftliche Losungen besitzt. 

Nach No. 2 lasst sich dieses so ausdriicken: 

II. Im Allgemeinen ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir, dass das System (S) gemeinschaftliche Losungen 
besitzt, die, dass die Substitutionen eines geeigneten Funda- 
mentalsystems von Integralen der Gleichung (A 8 .) von #,, #' a > , fl^ 
unabhangig werden, wenn x solche Umlaufe vollzieht, die auch 
*f, v , y ii in ihre Anfangswerthe zuriickfiihren. 

C/7v/17C/2' / ix o ~1 ^ 

Die Coefficienten r k der Differentialgleichung (A 2 .) und die Ooefficienten 
Af in (B 8 .) miissen hierzu Q 1 in No. 3 Gleichung (3.) charakterisirten 
Systemen von Gleichungen geniigen, welche fur die einzelnen Parameter 
x^ x^ ..., x^ aufzustellen sind. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich auch: 

III. Die Entscheidung dariiber, ob die Losungen des Systems 
partieller Differentialgleichungen (S) Unbestimmtheitsstellen %u- 
lassen, kann von der Untersuchung der gewohnlichen Difforential- 
gleichung (A 2 .) abhangig gemacht werden. 

Diesen Satz werden wir bald durch ein Beispiel zu erlautcim ('{eleven- 
heit haben. 



7. 

Ein besonders interessantes Beispiel zu den Systemen partieller Diffe- 
rentialgleichungen (S) der vorigen Nummer bietet sich in den folgenden in 
neuerer Zeit vielfach behandelten simultanen partiellen Differentialgleichungen 
dar: 

d*z dz dz 

(1.) ,"- = OL Z + a, -r + a 9 -r , 

v ; 6x* J dx 2 dy 

/ON &* T. i d& * dz 

(2.) 
y 

/a x 

(30 
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wo a^ b^ q eindeutige Functionen yon x, y und einer von $, y algebraisch 
abhangenden Grosse sind. 

Auf einen besonderen Fall derselben, wo die Coefficienten a v \, ^ ratio- 
nale Functionen von x,y sind, wurden die Herren APPELL*) und PICARD**) 
bei der Verallgemeinerung der GAUssschen Reihe gefiihrt. Auch lasst sich 
nach einem von Herrn PICARD***) in besonderen Fallen angewendeten Ver- 
fahren zeigen, dass die eindeutigen Functionen x^ y zweier Variabeln u> v, 
welche Substitutionen der Form: 



'' ' Cu+Qv + Ct' Cu+Qv + C 

zulassen, und fur ein gegebenes Werthsystem x^ y nur eine endliche Anzahl 
incongruenter Werthe ^t, v liefern, auf die Umkehrung von Quotienten dreier 
Losungen ^, z^ # }} des Systems (1.), (2.), (3.) 



zuruckgefuhrt werden konnen, wenn a^ b v c^ rationale Functionen von 
x, y, | bedeuten. 

Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich: 



wo die oberen Accente Ableitungen nach x bedeuten. 

Die Gleichung (1.) schreiben wir in der Form: [170 

(^ d * _ a o B <i ^1 , JL^!f. 

( D. ) ~r ^z - 8 --- ^ I --- ^ <T 

^ J dy a 2 a 2 dx a z dx* 

und erkennen durch Vergleichung der Gleichungen (4.) und (5.) mit den 
Gleichungen (A 2 .), (B 8 .), dass die Differentialgleichungen (1.), (2.), (3.) ein 
System (S) bilden. 



*) Comptes Kendus de 1'Acad. de Paris, 1880, !>' Sem. und LIOUVILLE Journ. 1882. 
**) Annales de TEcole Norm. Sup. 1881. 
***) Acta Mathem., T. 5, S. 176 ff. 

17* 
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Nach voriger Nummer Satz II. ist die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung daftir, dass das System (1.) bis (3.) gemeinschaftliche Losungen hat, 
die, dass die Substitutionen, welche die Integrale der Gleichung (4.) erleiden, 
von y unabhangig sind, wenn x solche Umlaufe vollzieht, fur welche auch | 
seinen anfanglichen Werth wiedererhalt. 

Die Gleichung (3.) ist eine Folge der Gleichungen (1.) und (2.) oder (4.) 
und (5.). Differentiiren wir in der That die Gleichung (5.) nach y und 
Gleichung (2.) nach x und beriicksichtigen (l.) und (2.), so ergiebt sich: 

\ j'*- c ~ + c -*- c ^ 

WO: 

& A da n , , 



(6.) 



dl,. da* 
-' *- 

dx dy 



Aus der Diiferentiation von (3 a.) nach ?/ und nachheriger Elimination von 
*L und -^~ mit Hulfe der Gleichungen (2.) und (3a.) folgt: 

,. , a 8 ^ raiogc t 7 ia^ r^ t aiog^ i a^ 

(4a.) -r-j- - -^ + &! + c? 2 -^-r - -v- 2 - + <? c a a--^- + c t /; s - 6' i, . - 
dif I dy ] a?/ 2 [ ty dy l * J J d// 



Schreiben wir Gleichung (3a.) in der Form: 

/t N a^ c () c a a.s' i a 2 ^- 

/Krt \ _ . - " ty * I __ 

I vd. ) ~r ; & -^ -f "^""^ --^-- - 

x y a^ c\ ^ a?/ c t a?/ 4 

so sind die Gleichungen (4a.) und (5a.) mit den Gleichungen (4.) und (5.) 
aequivalent. Das Vorhandensein gemeinschaftlicher Integrale der beiden er- 
steren ist mit der Unabhangigkeit von x derjenigen Substitutionen ubereln- 
171] stimmend, welche ein geeignetes Fundamentalsystem von Integralen dor 
Gleichung (4a.) erleidet, wenn y solche Umlaufe volkieht, die auch | in 
seinen Anfangswerth zuriickfilhren. Ubrigens fallt (in Ubereinstimmung mit 
No, 6) dieses Fundamentalsystem mit dem oben erwahnten Fundamentalsystem 
von Integralen der Gleichung (4.) zusammen. 
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Die Grossen a,, a,; J , 6 4 , 5 2 haben demnach den sechs Differential- 
gleichungen Geniige zu leisten, welche wir erhalten, wenn wir einerseits in 
den Gleichungen (3.) No. 3 an die Stelle von r lt r t , r t die Coefficienten der 
Gleichung (4.) und 



setzen, und andererseits in denselben Gleichungen r i1 r^r 9 durch die Coeffi- 
cienten der Gleichung (4a.) und 4 o , A l9 A z beziiglich durch 



ersetzen. 

8. 

In verschiedenen Schriften*) hat Herr HORN die Frage behandelt, unter 
welclien Umstanden das System der linearunabhangigen gemeinsamen Integrale 
^? 0*1 ** der Gleichungen (1.), (2.), (3.) (seine Existenz vorausgesetzt) sich fiber- 
all regular verhalte, oder, wie wir im Anschluss an unsere in den Sitzungs- 
berichten (1886, S. 281)**) angewendete Bezeichnungsweise lieber sagen wollen, 
keine Unbestimmtheitsstellen besitze***). Herr HORN setzt fiberdies voraus^ 
dass a , a^ a 2 ; 6 o , 6 x , 5 2 , folglich auch [nach No. 7 Gleichung (6.)] c , c l? ^ 
rationale Functionen von a;, ?/ sind. 

Wir wollen zeigen, wie diese Frage mit Htilfe der vorhergehenden Er- 
wagungen darauf zurtickgefiihrt werden kann, zu entscheiden, ob die DifFe- 
rentialgleichung (4.) voriger Nummer mit der einen unabhangigen Variabeln 
x keine Unbestimmtheitsstellen besitze. Selbstverstandlich kann ebenso die 
Gleichung (4a.) derselben Nummer mit der einen unabhangigen Variabeln y 
hierzu clienen. 

OfFenbar zieht die Voraussetzung, dass ^,^ 2 ,^ 3 als Functionen der unab- 
hangigen Variabeln #, y an gewissen Stellen keine Unbestimmtheiten dar- 



*) Acta Mathematica, T. 12, S. 113 ff. Habilitationsschrift 1890. 

**) Wir bemerken bei dieser Gelegenlieit , dass in den Sitzungsbericliten 1888, S. 1279, wo dieselbe 
Stelle citirt worden, in Folge eines Druckfehlers statt des Jahres 1886 das Jalir 1866 irrthiimlich angegeben 
worden ist 1 ). 

***) S. auch oben No. 1 ff. 



i) Abb. XLVII, S. 394, Band II dieser Ausgabe und Abh. LIV, S. 22 Fussnote dieses Bandes, wo der angegebene Druckfehler be- 
riclitigt ist. B. F. 
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bieten, die nach sich, dass dieselben Grosser! * t , z al * f , auch kcine Unbestimmt- 
heiten zulassen^ diirfen, wenn wir x allein vcrandern, wiihrend ?/ unveriindert 

bleibt. 

172] Sei <p(0,y) ein in den Nennern von a , a t , </ t ; />, ^ '' a atiftretender irre- 
ductibler Factor, so lasst sich die Gleichung (4.) voriger Xummer in die 
Form setzen: 

(i.) *(*,#^ + ^ + V*% + *.*~< ', 

sodass P^ P 2 , ^ f&r ein fy annullircndes WcrthsyHtcin nicht uncndlicth werclen. 
g e ^ ^3=6 ein willkurlicher aber so bcschafFcucr Werth t class fur ilm 

2 t *3 f 

(j> = o weder mit ^- = oder -^ = o noch mit 6 t > 'iw Wur/.rl ginneiu- 
schaftlich. habe, wenn ^ irgend *cin von ^ vi'rscliu^lfiu-r irnulurtihliT Factor 
der Nenner von a o , a i5 a 8 ; 6 , ft j? // s ist. 

Wir konnen alsdann um //-:/> rin (i<!mt I" abgrnr/rn, vein d</r Art, 
dass, wenn wir die Veranderlichkeit von // anf V brsrhriinkrn, iihrrhaupt 
^ = weder mit ^ oder *!? o noch niif *i o ic'ni'inschaftlirhc 

T OX </// * J 

Lostingen besitaen kann. 

Sei x = a eine Losung der (iloirhun}":: 

(2.) 'Us,,*!) ; 

wenn die Variabilitat von // auf I 1 bt'srhriinkf winl, su n.n^ in ilrr 1 in 
von x = a, wenn daselbst UnbctstimmthHt nicht stafftiiidri! '.ul!*!; 







v i./ " 

/'. V, 

\ p > u {.,/ m 



sein, wo Q 1? Q 2 , Q 3 fiir x ~~- a niclit niclir nnrntilirh \\Ti!'n. 

Die zu x = a gehorige dotenninirrn<lr l / nuii;tiucnt;i!ul | 'ichun 
chung (1.) ist: 

(4.) t-(r-l)(r-2) + (? 1 ()r(/-.-V) + V 1 irij/-4 V,"n . 



*) Sielic CRELLES Journal, Bd. tifi, S. l-ir, <H. Uii.) 1 ,). 



Abli. VI, S. 186, Band I dieser Ansgabe. B. P. 
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Da nach No. 7 die Substitutionen eines geeigneten Fundamentalsystems 
von Integralen der Gleichung (1.) von y unabhangig sind, so folgt aus Satz I. 
No. 3, dass die Wurzeln der Gleichung (4.) von y unabhangig 
sind. 

Nun ist Q^d) eine rationale Function des Ortes in der RIEMANN- [173 
schen Flache (2.) und hat einen von y unabhangigen Werth s fc : 

(5.) (>,() = 8ft . 

Da aber fy(x,y) irreductibel ist, so folgt, dass die determinirende 
Fundamentalgleichung (4.) dieselbe bleibt, welche Wurzel x der 
Gleichung (2.) auch fiir a gewahlt wird. 

Sind daher *" 1? ^ 9 , ^, die Wurzeln der Gleichung (2.), so folgt: 
Es giebt ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(1.), C l5 C 2 , C 8 von der Beschaffenheit, dass 



ganze rationale Functionen von lo g <!>(#, y) darstellen, deren Co- 
efficienten eindeutig, endlich und stetig sind, solange y dem 
Gebiete F angehort und x einem entsprechenden Gebiete G, 
welches sich aus Gleichung (2.) ergiebt*). 

Dieses stimmt mit einem Satze des Herrn HORN**) tiberein, welchen der- 
selbe aus anderen Principien und an den Differentialgleichungen (l.),(2.) ? (3.) 
No. 7 selbst herleitet. 

Die Einschrankung, dass y in dem oben bezeichneten Gebiete F sich be- 
wege, ist erforderlich, well entweder die Integrate der Gleichung (1.) in der 
Umgebung von x = a fiir solche Werthe von y, fiir welche 

6 = mit -~ = oder -~- = 0, oder mit 6. = 

Y dx % 

gemeinschaftliche Losungen besitzt, unbestimmt werden konnen, oder die de- 
terminirende Fundamentalgleichung (4.) ihren Charakter andern kann. 



*) Siehe CRELLES Journal, Bd. 66, S. 148 ff. l ). 
**) Acta Mathematica, T. 12, S. 152. 



Alh.VT, S. 188 ff., Band I dieser Ausgale. B. P. 
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Nach SatzII. No. 3 lasst sich dn KuitlaMirjtal-y*t'm C,, ., ^ so wahleo, 
dass dadurch auch Gleichung (li.) \origrr Nuinmrr, il. h. aim, das System 
(1.), (2.), (3.) derselben Nummor bffriwHjft win! 

'ist demnach <j.(a;,y) weder vou ./ in.rh ion // unal.hjingig, so 
geniigt es, urn festzustellen, ol. das SjMi'in (I.). (U.|, (:t.) voriger 
Nummer fur ^ = UnbcstimmtlH-itfu /ui;Ust, tlir Uci 
(3.) zu entwickeln. 

Diese Entwickelung ergiebt folgcntU-s Kt-sultat: 

Sei: 



/;. 



174] wo h so gcwahlt ist, dass A t . It, fur ' f nit fit m.-hr n!irii.i!irli wt-rdra. 
Alsdann muss sdn: 



(8.) 
(9-) 



dA H 



Urn dicse llediii^un^/i! uiit dru vn:t lin 
.glcichen, ist xwoirrloi //u hr:ifht< u 

Erstlicli bnuu.'hc k n wir nu h du. ..,- r 
C , c x , c s nicht in tinscn* Bitliii^unt' :'! . *TI. 

/wcitens sincl in uiisi*n-r Mart* ^'.L- 
des den Gloiclmngcn (I.), (*2.). (:..) \oii, i \u 
systems ^ 1? ^ f , ^ a nadi den N^or-rhntt*'!* ^ v ' 
trennt zu hehandeln, wihrcml MH lit rrji li> . * 
theilweise jene Kxistenzhrclin^iiii^'ii mi* . *! * 

Ist fy(x,y) von .r unabhiinjfiy, M. ! t i! i 
gebung von ^ = von dim ("urflic'i i.t n u 



vi*r- 



, f ,, 

r- 1 h, 



*) A. a. 0. Ilabilitationsschrift. 
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zustellen, wahrend fur solche (x } y)<> die von y unabhangig sind, dieses Ver- 
halten nach den Coefficienten der Gleichung (4.) zu beurtheilen 1st. 

9. 
Zu den Systemen (S) gehoren auch die partiellen Differentialgleichungen: 

._ d*z 2 

(1.) -3-2- = a 

^ } 



3-2- . , - . 

do? dxdy dx dy 

/0 , 6*2 d*z * d* t d# , j 

(2.) -^-5- = a. . ^ + b. -^ + c x -r H- A r. 

v ' a/ 2 l dxdy * dz l dy l 

Denn durch Differentiation von (1.) nach a; ergiebt sich.: 

/o\ ^ 8 ^ ^ 8 ^ d*# i ^ , d* , 

& 2^ + g 2-T^ + 

do; * dy 



Differentiiren wir (1.) na*ch ^, so folgt: 



Differentiiren wir endlich (2.) nach , so ergiebt sich: [175 

d 8 a 3 ^ 6 2 ^ ' dz dz , 

(5.) a. . 2 > + a ^ g = ^3-^~" + & 4 -j- + ^^-- + ^^ 

K 7 i a^ 2 ay a^ aj/ a 3j5 8y aa? a^ 

Die Grossen a^ b kJ c k , d k in den Gleichungen (3.) bis (5.) setzen sich aus 
den Coefficienten der Gleichungen (1.) und (2.) und ihren Ableitungen rational 
zusammen. 

Aus (4.) und (5.) folgern wir: 



Substituiren wir (6.) in (3.), so folgt: 



33 " 

Differentiiren wir (8.) nach und setzen den Werth von -g^^ aus (6.) ein, 



F u c h s , mathera. Werke. 
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so folgt: 



Eliminiren wir zwischen (l.)> ( 8 -) und (') i% uml i t?rhalten wir 
ftir * die Differentialgleichting vierter Ordnung nairli tier Variabeln .r : 



nl" v 

Eliminiren wir -*'*-- zwischen (I.) nwl ( S -K s<l tnltrt 

(w ff-^A^+A/' 7 * A *', >. .1 ';'.- 

vr / ^ (i i r/ ' f ./* rv * 

Die Coefiicientcn der (ilcnc'huiip'it (/<.) m t il ( f i| Mi/ni sirh aus <Irn (V 
efficienten der Gleichungc^n (1.) und (J.) nud ;nr ihn n Udi'itunirrn rational 
zusammen. 

Demnach fallen di(? (il(irhnnp*n (I.) und (/.i in dir K;ifr*rurii' d<*r in 
No. 6 discutirten Systoine (S). ])ir (ilfirhuii^'i* I^-I nm! ( f .i.) sjml lii'sondrn^ 
Falle der Gleichungen (A*.) und (Ii : V). 

Von den Ausnahmefullen hrbrn wir hi-r nur d it K;ll hf-r\nr, dass- 
(10.) i-'/fff, n, 

176] welcher entwedor atif das Systnii (I.), (^.|. (:;. \u, 7 /uriirkfiihrf cnln; 
wenn wir: 



t'X* fU'f// <"'./ f'"/ 

^ r - r ^ // CC - fV / 
setzen, erforderlich macht, -clans idnitisch t'iir jrd- I'unffinn ..- \ M n .,-,// 

,/ -t- f ' c i 

fi// f.f 

sei. 

Nach einem von Hcrrn PICAKU*) in hi'scm.lnvn Kiillni nun^^um 
fahren lasst sich zeigcn, dass dir rmd*utin'n Kunrti.*nrn v und // / 

*) LIOUVILLK, Journal, ser. IV, T. 1 (l^r>f, j. n^. n;i 
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Variabeln u,v, welche Substitutionen der Form 



B 



' cu -f d ' c'u + 

zulassen und iiberdies so beschafFen sind, dass einem Werthenpaare (x,y) nur 
eine endliche Anzah.1 von incongruenten Werthen (^, v) entspricht, durch 
die Umkehrung von Quotienten der Losungen eines Systems von partiellen 
Difierentialgleichungen der Form (1.) und (2.) mit algebraischen Coefficienten 
erhalten werden konnen. 



18* 



ANMKRKtFNCIKX. 



1) Anderungcn gegon das Original 

Es wuxdo gesetet: 

S. 128, Gleichnng (R) |^ ntatt ^ 

135, Zoilo 8 v. u. wurdo imt vor i, liin/Hjjpfugt, 

2 v, IL wurdtt gemn8rluiftlii*hi* !,Muuf' ln'Nit/t* 
,, 136, 18 wurdc 8cin ItiBXiigrftinl, 
139, 4 v. u. >(nt8pricht staff M'ntNpri'rhi'U*. 

2) Zu Gleichung (B.) S. 125 mi hcmerkt: Hmn A M vimlnmi 1 ** i*!i!iii"i!t'ii ^*ji ,r .^ml, inl^t aus No. U. 
Die Thatsacho aber, dass dicno (rrK8cn aurls cind<?tijr* Ku tinnni \MH ./,..r t . ,..,,/, , ;.ind, !!ilarf 
noch des Beweises. Man vcrglcichc dazu: 

L. SCHLESINGKE, Sitxungsbcrichto dor Koniirl. pnnr^:-. ALid. I|>T VV1- , l:<c', S !-, J..urn:il f. d, r, 

u. a. Mathematik, Bd. 12d, S. 311, :ni?. 
E. FUCHS, Beilago xum Programm di i s Bisniarrk -<>yjtma: iuittri 1'f VNi!]n*-v:.rrt'. u^ffrii I*HI:,!, No, V, 

S. 13 ff. 
L. SciiLEBiNGEii, Journal F. (I r. IL a. Mathoinatik, I'd L?**, *>. :!:<!. Nn. U, <tl u'. j. K. I s *. 
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tJBER DIE RELATIONEN, WELCHE DIE ZWISCHEN JE ZWEI SINGU- 

LAREN PUNKTEN ERSTRECKTEN INTEGRALS DER LOSUNGEN 

LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT DEN COEFFICIENTEN 

DER FUNDAMENTALSUBSTITUTIONEN DER GRUPPE DERSELBEN 

VERBINDEN. 

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1892, 
LIV, S. 11131128; vorgelegt am 22. December 1892; ausgegeben am 12. Januar 1893.) 



Die folgende Notiz nimmt auf meine Arbeit im 76. Bande des CRELLE- [1113 
schen Journals S. 177 if. Bezug, welche den Titel fixhrt: Uber Relationen, 
welche fur die zwischen je zwei singularen Punkten erstreckten Integrale der 
Losungen linearer DiiFerentialgleichungen stattfindenw 1 ). In dieser Notiz soil 
auf die Rolle hingewiesen werden, welche die Coefficienten der Fundamental- 
substitutionen der Losungen der Differentialgleichung in jenen Relationen 
spielen. Zu diesem Ende ist nur eine etwas veranderte Schreibweise der 
rechten Seite der in der citirten Arbeit mit (S.) bezeichneten Gleicliung 
erforderlich. Durch diese Schreibweise tritt der Umstand besonders hervor, 
dass die rechte Seite der Gleichung (S.) lediglicb. von den Coefficienten der 
Fundamentalsubstitutionen der Gruppe der Diiferentialgleichung abhangt. 
Dieser Umstand aber bringt es mit sich, dass die Relationen (S.) und (T.) 
einen invarianten Charakter haben, in dem Sinne, dass sie far die gesammte 
Klasse von Differentialgleichungen, zu welcher eine vorgelegte Differential- 
gleichung gehort, die gleiche Form beibehalten. Diese Invarianz macht es 
moglich, gewisse besclirankende Voraussetzungen, welche in der oben citirten 
Arbeit iiber die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen ge- 

i) Afch. XVI, S. 415, Band I dieser Ausgato. R. F. 
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macht worden sind, aufzuheben. Indem wir in gegenwartiger Notiz 

nachweisen, haben wir, um Complicationen in der 'Darstellung 7,11 vermeiden, 
hier noch vorausgesetzt, dass die Differenzen zweier jener Wur/eln, wenn sie 
nicht sammtlich ganzzahlig sind, aber mm Auftreten von Loguritbmen keine 
Veranlassung geben, nicht zum Theil ganzzablig sein sollen, und behalten 
HH] uns Tor, an anderer Stelle diesen Fimkt einer bescmderen Krortemng zu 
unterwerfen. Ebenso haben wir die Anwendungen, welcber die Kelationen 
(S.) und (T.) fahig sind, fur eine andere Gelegenheit aufapurcm mitssen. 

1. 

Wir behalten hier, mit einigen xmweRentlichen Abanderungcn, die Be- 
zeichnungen der Abhandlung in Bd. 76 den CiiKLLKscbcn Journals, S. 1 77 213 1 ), 
die wir im Folgenden mit dem Zeichen Abb. citimi wollen, bc*i. 

Es sei hiernach 



wo F 7 (%) eine ganze rationale Function x Utt (jrad^s von ./- brdnitc**^ und wo 

(1.) T = C> + , 

gesetzt ist. 

Wir haben mit a l? a 2 , ... 7 a^ diejenigen siniuliin?n Punktr bc/,ri<*bnet, in 
welchen sich die Integrale so verzweigen, dass nicht ihrr (iuotic*nt<n siinnnt- 
lich ungeandert bleiben, mit & l7 b^ ..., 1. dirjrni^'ii, hri clfrc'ii f'inknrisung 
sammtliche Integral -Quotienten uiigeiindcjrt bleihen. 

Die ZIL Gleichung (B.) adjungirtci 



bringen wir ebenfalls in die Form: 

(2.) [4 W = S.ff ( .-a,-,^) 



G *( x ) eine gauze rationale Function x ton (Jradcs von ./\ 

Wir setzen vorlaufig noch wie in Abli. voraus, class clii^ Wur/eln der 
zu a l5 a 2 , ..., a Q gehorigen determinirenden Fundanumtjilglcacbungen in ibren 
^^ aegativ und grosser als die negative Kinbeit sind. Dann 

) Abh. XVI, S. 415455, Band I dioger Auggato. E. F. 
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haben*) auch bei der Gleichung (C.) die Warzeln der zu a 1? #, 2 ,...,a ge- 
horigen determinirenden Fundamentalgleichungen die gleiche Eigenschaft 

Setzen wir * [1115 



und bezeichnen mit 2l x diejenige Function von a, welche aus A durch Ver- 
tauschung von x mit a hervorgeht, sowie mit P y den Ausdruck *~ g * > so 
hat der in Abh. S. 1.78 2 ) eingefiihrte Werth U die Form 

^P r5 2 P ^ n P **"i 

/ft \ 77 _ __ p 4. ^l __ ^2 j ____ + ^n -/ 

^^ u ~ ^ 0+ a^ a^ 2 + - a^ w 

Es sei 7] 1? 7] 2 , .. ., >j n das zu ^ = ex) gehorige Fundamentalsystem von In- 
tegralen der Gleichung (B.), C 1? C 2 , J C n das entsprechende Fundamental- 
system von Integralen der Gleichung (C.), und zwar derart, dass ^ x ,C y ad- 
jungirte Integrale darstellen. 

Ferner bedeute TQ^, Y) 2jtl , ---j^ das zum singularen Punkte a M+1 gehorige 
Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (B.) 3 

^l(.l 5 ^2|U, 7 ' ' * 5 ^nf.i 

das zu demselben singularen Punkte gehorige Fundamentalsystem von In- 
tegralen der Gleichung (C.), derart, dass wieder 73 , C y ^ adjungirte Elemente 
sind. Wir setzen, wie in Abh. S. 190 4 ): 



so ergiebt sich***): 

(5.) 



*) Siehc ALL. S. ISO 1 ). 
**) Abh. S. 179 8 ). 
***) Of. Abh. S. 194-195 5 ). 



S. 419, Band I dieser Ausgate. B. P. 
Ebenda S. 417. B. P. 
Ebenda S. 417. B. F. 
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wenn iiber die willkiirlichen Factoren in \, C a , sowie in ij au , C a/1 , auf dieselbe 
Weise wie in Abh. S. 193 1 ) Gleichung (8.) und S. 195 s ) Gleichung (3.) dis- 
ponirt wird. 

Sind r t , r 4 , ..., r n die Wurzeln der zu a^ gehorigen determinirenden 
.Fundamentalgleichung fur Gleichung (B.), so fanden wir in Abh. S. 206 s ): 



(S.) 

1*6] (T.) 



/C 



f 



= (x= l^,...^;^ = 1,2,. ..,n) 



(a r , a v+l von jeder der Grossen a^ a u+l verschieden). 

In diesen Ausdriicken bedeutet & diejenige Function von a, welclie uus 
durch. Vertauschung von x mit a hervorgeht. 
Bezeichnen wir die Substitution 



die Substitution 



(8.) 



A 1? 0, ..., 
0, A,, ..., 

[0, 0, ..., A w 



mit 13, 



rait 



und endlich die Substitution, welche das Fundamentalsystem 



durch einen Umlauf um a^ +1 erleidet, mit S , so 1st: 

( 9 ^ = 

Wir wollen 

(io.) s, = I 



1) S. 432, Band I dieser Ansgabe. B. F, 

2) Ebenda S. 435. B. F. 
a) Ebenda S. 447. B. F. 
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setzen, und nunmehr um Complicationen zu vermeiden, zu den oben tiber die 
"Wurzeln der zu a 1? ..., a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen 
gemachten Voraussetzungen noch die hinzufiigen, dass nicht die Differenz 
zweier einer ganzen Zahl gleich ist. 

Alsdaim ergiebt sich*), dass die Verhaltnisse der Coefficienten der Sub- 
stitution .B""" 1 , folglich auch die Verhaltnisse der Coefficienten &. a sich rational 
durch die Grossen g ta und A j? A 2 , ..., A n vollstandig bestimmen lassen. 

Aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgt 

^ 



wo A die Determinante 

(12.) A = 



und [1117 

(IB.) B* = ^. 

Wir setzen (11.) in Gleichung (S.) ein und erhalten 

/a/ l+1 

^a 
WO 

(14.) . 

Die Grossen j4. c a />Z) sind nur von den Verhaltnissen der Grossen i lct , & 2a , . .., 6 na 
abhangig. Es ergiebt sich also: 

Die Grossen .A a ' Z) sind wohlbestimmte rationale Pu*nctionen 

a 

der Grossen A a , ^ 2 , . . ., A n und ^ tt , sie sind daher lediglich durch die 
auf a beziigliche Fundamentalsubstitution bestimmt. 

Die Gleichungen (S r .) reprasentiren hiernach ^ 2 Gleichungen 
fiir die n* Coefficienten g ik der zu a^ +l gehorigen Fundamental- 
substitution des Funclamentalsystemes 



*) Sielie meine Arbeit in CHELLES Journal, Bd. 66, S. 133, woselbst g ilt mit a & und die Horizontal- 
reihen von (B)~ l typiscli mit x lt x 2) . . ., x n bezeiclmet sind 1 ). 



i) Abh. VI, S. 172-173, Band I diosor Ausgabe. K. P. 
Fuchs, niathem. Werke. III. 
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2. 

Betrachten wir nunmehr cine lineare Differentialgleichung 



(i.) 4>y + -4'+ 

deren Coefficienten ganze rationale Functionen von ^, und deren Integrale 
uberall bestimmte Werthe haben. Wir wollen fur dieselbe die einschrankenden 
Voraussetzungen, welche wir in Abh. S. 183 184 *) ilber die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichungen gemacht haben, fallen lassen, und 
vorlaufig, um Complicationen zu vermeiden, nur Folgendes festsetzen: Die 
singularen Punkte b^ & 2 , ..., b s seien so beschaffen, dass die sammtlichen 
DiiFerenzen der Wurzeln der ihnen zugehorigen determinirenden Fundamental- 
gleichungen ganze Zahlen sind, ohne dass sie zum Auftreten von Logarithmen 
in ihrer Umgebung Veranlassung geben. Dagegen seien a 1? a^ ..., a tt singiilare 
Punkte, in welchen sich sammtliche Integrale verxweigen, und fur welch e 
nicht die Differenzen zweier Wurzeln einer determinirenden Fundamental- 
gleichung ganze Zahlen sind. 
1st nun 

(2.) = P.y + i\y'+- + J\-iy, 

ins] wo P , j? 1? . .., jP n _ t rationale Functionen von x bedeuten, so geinigt u 
einer linearen Differentialgleichung n ter . Ordnung 

(3.) C w-hC7 1 tt'+- + C n tt ( " ) = 

derselben Klasse mit (1.), welche ebenfalls die singularen Punkte 

a x , ..., a (J , & n ..., l a 

besitzt, und deren Integrale denselben Fundamental substitution en 
zugehoren, welchen die Integrale von (1.) unterworfen sind. 

Wir wollen jetzt zeigen, dass wir die rationalen Functionen 
P , P 1? ..., P n _ t so wahlen konnen, dass die Gleichung (;i.) iiber- 
haupt dieselben singularen Punkte wie (1.) besitzt, und dass die 
realen Theile der Wurzeln der auf a^ a^ ..., a n bezuglichen de- 
terminirenden Fundamentalgleichungen zwischen Null und der 
negativen Einheit enthalten sind. 



8, 422, Band I dieser Ausgafce. R. F. 
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Wir konnen zunachst durch eine Substitution der Form 

(4.) y = (*-ay*(x-a.r*---(*-*<r*', 

wo die Grossen a 1? 2 , ..., a Null oder positive ganze Zalilen sind, aus (1.) 
eine Differentialgleichung in w herstellen von der Beschaffenheit, dass die 
Wurzeln der zu a^ a nJ .. ., a gehorigen determinirenden Fundamentalgleiehungen 
in ihren realen Theilen positiv sind. Wir setzen demnach voraus, dass schon 
die Gleichung (1.) diese Eigenschaft habe. 

Sei nunmehr m a 1 die hochste ganze Zahl, welche in den realen Theilen 
der Wurzeln der zu a a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen 
enthalten ist, alsdann werde 

ff \ -n / \ / \WJi / \Wo / \MjO 

(5.) D(a?) = (aj-aj l (-a,) -...(a-cg 

gesetzt. 

Sei ferner 
(6.) $(&) == (a-aj^-aj...^-^) 

and 

(7.) Px(a!) = 2*, (. = 0,1,.,,-!) 




wo ? (^) ? ^pjC^)? ? ?-i(^) noc h naher zu bestimmende ganze rationale Func- 
tionen bedeuten. 

Wir wollen alsdann in Gleichung (2.) for P^(x) die durch die Gleichung 
(7.) bestimmten rationalen Functionen setzen. 

Bezeichnen wir mit r l , r a , ..., r n die Wurzeln der zu einem Punkte a ge- 
horigen determinirenden Fundamentalgleichung, wo a aus der Eeihe a^ a^ ..., a^ 
entnommen ist, und mit y^ y^ . .., y n das beziiglich zugehorige Fundamental- 
system von Integralen der Gleichung (1.). Sei ferner ?\ diejenige der [1119 
Grossen r l? r a , .. ., r n , deren realer Theil die hochste ganze Zahl m 1 (die 
oben dem Punkte a zugeordnet warden) enthalt. Wird cp (a) von Null ver- 
^schieden angenommen, so gehort u^ welches aus (2.) durch die Substitution 
'[/ ; = y erhalten wird, zu einem Exponenten, dessen realer Theil zwischen 
11 und der negativen Einheit gelegen ist. Moge der reale Theil von r a 

grosste ganze Zahl m lp^ enthalten (p a eine positive ganze Zahl oder 

.) und sei 

19* 
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so wollen wir <p c , <p t , ..., <?_, so einrichten, dass 



(9.) 



.-I) ...J[r.- + *) - (i + _ 1} , 
1 )^^ 







Wenn in diesen Gleichungen successive n = 2, :t, ...,// ^t-sct/.t \\ irti, so i-rhulten 

wir f\ir /I = w-t Gleichungen fur die Unbekunutni rJ/'h 'f.t'fl, --., 'f,, ,(")- 

Ebenso erhalten wir fiir A=l -1 (jlddmn^rn fiir ilii- rnhckannton 

?,() ?i().- -i ?-i(); ri( a Wi( fl ).---'fl...("). rhl>Ilsu irir A - " l < (il(>i - 

chungen fur die Unbckannten 'f,,('0> 'f, (")>> 'f ..... ,("*' 'f.X"), 'f',*" 1 - ' f ',.,("); 

Pf(). ? - ?t,() U. 8. W. 

Denken wir tins die Grcisscn r a , /* a) ..., /' rt so ^(-(/nlnrf , flass 



so liefern die Gleichungen (VL) dcmnach fur clir I 'nln*k;tiint*n 



im. Ganzen jp a (w 1) Gleichungen. Da die 1 Air/ahl drr rnhrkanntm t;l'irh 
p^n ist, so sind die Gleichungen immer orfulibar. 

Dieselbe Schlussweise bleibt fiir jeden der singuliuvn Finikir // x ^iiltig. 
1120] Sei 

wo 
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worin C^ willkiiiiiche Grossen, l a positive ganze Zahlen bedeuten. Nach 
dem Zusammenhange, welcher aus der Theorie der Zerlegung einer rationalen 
Function in Partialbriiche zwischen den Grossen CJJ } und den Werthen cpf (# a ) 
sich ergiebt, folgt daher, dass auch cpf (aj fiir I = 0, 1, . . ., J fl ; B = 0, 1, . . ., n-1; 
a = 1,2, ...,0 willkiirlich vorgeschrieben werden dtirfen. 1st daher I = l a 
mindestens so gross als der hochste Index I der im Gleichungssystem (9.) fiir 
a = a a auftretenden Grossen cp^(a a ) r so ergiebt sicli demnach, dass wir stets 
n ganze rationale Functionen <p (#0, cp^)? - , ?_!(#) von der Be- 
schaffenheit angeben konnen, dass ^f( a ) den ( j p ia + J p M +---+jp e ,)(w 1) 
Gleichungen geniigt, die sicli aus (9.) fur a = a i? a a , ..., a o ergeben, 
wenn j? a2 fiir den singularen Punkt a a dieselbe Bedeutung hat wie 
oben allgemein p 2 fiir den singularen Punkt a. 

Da die Wurzeln der zu a a gehorigen determinirenden Fundamental- 
gleichungen sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, und da die hoheren Ab- 
leitungen ?^( a )i die noch nicht im Gleichungssystem (9.) (fur a = 1? a 2 , ..., a ) 
auftreten, ebenfalls willkiirlich wahlbar bleiben, so ergiebt sich, dass daher 
9 (#), ? 1 ( ;r )' ' T^-iC^) noc l 1 so gewahlt werden konnen, dass in u^ (dem Re- 
sultat der Substitution yon y vji fiir y in (2.)) nicht hohere Potenzen von 
x a a verschwinden, als es die Gleichungen (9.) erfordern, so dass die realen 
Theile der Wurzeln der sammtlichen zu a 1? a 2 , ..., a gehorigen determinirenden 
Fundamentalgleichungen bei der Gleichung (3.) zwischen Null und der nega- 
tiven Einheit liegen. 

Hiermit ist das am Eingange dieser Nummer ausgesprochene Theorem 
bewiesen. 

Fiir den Fall, dass bei Gleichung (1.) unter den Wurzeln der zu a a ge- 
horigen determinirenden Fundamentalgleichung eine solche sich befindet, deren 
realer Theil ganzzahlig, also unter den Wurzeln der entsprechenden Funda- 
mentalgleichung bei (3.) eine solche, deren realer Theil Null, wenden wir 
auf Gleichung (3.) die Substitution 

(11.) t* = (x-a l )* l (x-aj'...(x-a g f*w 



an, wo e Q eine reale positive zwischen Null und Eins gelegene Grosse be- 
deutet, von der Beschaffenheit, dass r u s a , r fl2 e ft , ? r aw "~ a ^och immer [1121 
zwischen Null und der negativen Einheit gelegene reale Theile haben, wahrend 
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e die Null 1st, falls sich unter den Wurzeln der zu. a a gehorigen determi- 

fl 

nirenden Fundamentalgleichung bei (3.) nicht eine solclie befindet, deren 
realer Theil Null*). 

Sei wiederum die Fundamentalsubstitution der Integrale der Gleichung 
(1.), welche dem Umlaufe urn a^ entspricht 




so 1st dieses auch die Fundamentalsubstitution der Integrale der Gleichung 
(3.), welche demselben Umlauf entspricht, wahrend die Integrale der Gleichung 
in w (die aus (3.) durch die Substitution (11.) hervorgeht) fur clensdben Um- 
lauf der Substitution 




*- 



unterliegen, wo j = e ^ +lic *. 

Es sind aber auf Gleichung (3.) oder die Dlffercnitlulglcnc 
fiir w die Relationen (S.), (8'.) und (T.) uuniittelbar aiiwciidhar, atis 
welchen sich alsdann die Bexiehungen fiir die Siihstitut.ionscoeffi- 
cienten g yl bei Gleichung (1.) ergeben. 



Die Gleichungen (S'.) und (T.) repriisentiren .Relationen yAvisdirn den 
Coefficienten der Fundamentalsubstitutionen der Integrale r 4l , r la , . . ., r^ und 
den bestimmten Integralen der Form 

(!) J% = 



V 



*) Siehe Abh. S. 208 1 ). 



) S. 449, Band I dieser Ausgate. K. F. 
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Man erkennt, dass diese Ausdriicke den Gleichungen 

fa \ T(D i 7(2) , 
( 6 -J J u+ J xa~i 

V */ xa *T~ xo " 



geniigen, wo JM" X den Factor bedeutet, mit welchem Y^ bei einem nur um die 
Punkte a l9 a 2 , .. ., a vollzogenen Umlauf multiplicirt wird, und die Grossen [1122 
^ /a , v xa ganze Zahlen oder Null bezeichnen. Die Ausdriicke J^ fl^ } bedeuten 
in den Gleichungen (3.) und (4.) bez. die Integrale 



r a i p 

I x*^d%, I 

J st J ft 



erstreckt langs des von a tiber 2 , a s , -., e fiihrenden Schnittes, und zwar 
auf demjenigen Ufer desselben, welches dem Ufer gegeniiberliegt, langs dessen 
die Integrale J"^, H^ fiirf* = l,2,...,^-l vollzogen sind. 

Setzen wir in Gleichung (B.) y = T] X , multipliciren dieselbe mit #% und 
integriren zwischen den Grenzen a , a +l , so erhalten wir mit Riicksicht darauf, 
dass die realen Theile der Wurzeln der zu a^ a t ,...,a gehorigen determi- 
nirenden Fundamentalgleichungen zwischen Null und der negativen Einheit 
gelegen sind, durch wiederholte Anwendung der theilweisen Integration 



/ 



- 0. 



Ebenso ergiebt die Integration von (C.) ? nachdem wir z = C x gesetzt und mit 
x a multiplicirt haben, 

(6.) P^VlCxCfc^ 0. 



Die Grossen [x a ] 2 und [^ a ] 1 sind, wie aus No. 1 hervorgeht, ganze rationale 
Functionen von x vom Grade ^(T l) + a. 

Wird successive a = 0, 1, 2, ... in (5.) und (6.) gesetzt, so ergiebt 
sich das Resultat: Sammtliche Grossen J^ lassen sich durch 

TC^U) T(U) T(,u) 

^"/O ) ^7,1 > * ' *? ty y.,(T-l)-U 

und sammtliche Grossen H ( ^ durch 

TT(,U) TT(/i) TT(,U) 

"xo ? J -7.i ? ' ' "3 a x,n(T-l)-i 

linear und homogen darstellen. 
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4. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die C!oefficienten der Punda- 
mentalsubstitutionen der Integrals \j 7j 2 , . .., ij n vermittelst der Gleichungen 
(S r .) mit den Grossen J\ & fur a = 0, 1, 2, ..., (T-!)-I uncl den Para- 
metern der Differentialgleichung (B.) algebraisch verbunden sind. Zwischen 
den Grossen J"^, H^ bestehen iiberdies die Gleichungen (:*) und (4.) yonder 
Nummer, deren Anzahl gleich 2r/(T l) (namlich fur a = o, 1 ? 2, . . ., wft I 4 ;. j 
x = 1, 2, ...,n), und die im Allgemeinen 2w f 9(^ 3) Gleichungen rcprascntirende 
Gleichung (T.). 

023] Indem wir uns vorbehalten, auf diese Relationcn, ihre Reduction und 
ihre Anwendungen bei anderer Gelcgenlieit niilier eiiaiigc^lien, btrst^Iirankon 
wir uns hier darauf, noch die Rechnungen fiir w = I uncl w - 2 ausxufuhren. 

Es sei 

I. n = I. 

(1.) [?/], = FWy'+F^Wy = 0, 



Sei 



wo die realen Theile von a l7 ...,a rt positiv und klcin(r ;tls Kins, 
ganze Zahlen bedeuten. Dann ist 



(5.) C^^-fl,)^ 1 ...^;-^ V./- ...... M Vl ...f, /'.I 1 ' 

Bezeichnen wir mit ^, C H das xu f/ irfi -phc'in-t. lnti- r a! b/. 
(1.) und (2.), so ist 



und es wird nach einem Uralruife von ;/: uni a . , r und ' in-/ in t ,- "''<" r ' 

-. +2a a+I 7ri "-n < " | 

und C^> iibergehen. Auf der rechtc^n Sc?itr drr (ilfirhuntj (S.) Imben 
b und c den Werth Eins. 
Es wird ferner 
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und (S f .) und (TV) nehmen die Form an 

(s.) r^ i dx 



^ 

(9.) j 



wo 5 aus C durch Vertauschung von a? mit o; hervorgeht. 

Betrachten wir den besonderen Fall, dass die Gleichung (1.) mit ihrer 
adjnngirten iibereinstimmt. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass 

(10.) F^(x) = $F'(x). 

Es fallen alsdann die Punkte b^ ..., 6 G weg, und es wird [1124 



Die Gleichungen (1.) und (2.) werden: 

Feiner ist 
(4a.) rj = -=, 



(5a.) 



TT - 

U - ~ 2 



(8a.) I <^ / da 

V ' ' 



(9a.) I dx \ da -===-== = 0. 



Die Gleichungen (8a.), (9a.) sind unter Beriicksichtigung der abweichenden Be- 
zeichnungsweise vollkommen iibereinstimmend mit den von Herrn WEIERSTRASS *) 



*) Programm des Braunsberger Gymnasiums, August 1849, No. 1, Glgn. (4) und (3.) 1 )- 



i) Mathematisete Werke von Karl Weierstrass, Bd. I (1894), S. 114 nnd 117. B. F. 
F n ch s , mathem. Werlce. in. 2 
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fur die Periodicitatsmoduln der hyperelliptischen Integrate aufgestellten Re- 
lationen, wie ich schon in Abh. S. 177 1 ) angemerkt habe. 

II. n = 2. 
In diesem Falle ist 
(11.) [/], = F(xf y + 2W) F(x) y' + F t( ,_(x') = 0, 

(12.) U = - \ F **^>W~ Ft <*-*&] + 



X-K 



dx 



x-a. 



dx 3 '[ x-a 



in Bezug auf jede der Variablen x und <x vom ("2t :!)"" Grade. 
1125] Aus No.- 1 Gleichung (14.) folgt 

/ A UU - 6 11 6 



(13.) 



(14.) 

Daher ist 



(15.) 



X(ll) _..... ,. _ _ - 

A - A , - 2 A > 

j(i2) . ^n'*ri A(n) __ f(ia> 

,/ JL. "~~ *~* " ^ j -f.* j "**" -t 1 1 j 

Aa h '" l> A -I' 

"** ~ A ' * " ' ' 

A = A, A' =: ,-l; 1S) , 



A a A, 

_ _ 4'"; __ _ 

J A.U ' 



\ 



// 

^ 



Bei dieser Eechnung ist /AI beruckslchtigen, class A I? A 2 d^r ( iltnrlnmg 

(16.) A f "(flf,, + l/J* + Ai*. ^ <> 

geniigen, und dass 

ffiiffn-ffitffn = Mi*)- 



*) Vergl. meine Arbeit in CBELLES Journal, Bd. G, S. I33 J ). 



S. 415 tind 416, Band I dieser Ausgabe. E. P. 
Abh. VI, S. 172, Band I dieser Ansgnbe. B. F. 
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Die Gleichungen (S'.) werden daher, wenn wir 
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setzen : 



(19.) 



P,. = 



Sei z. B. 



[1126 



= o. 



Wir setzen 
(21.) l-y = , 

also 

(22.) y = l-p 0) = j 

Substituiren wir 
(23.) y = 

so geht (20.) iiber in 

(20a.) F(x) 2 ^t 



u = 0, 



*) Bei dieser Gelegenheit moge ein Bechenfehler angemerkt werden, der sich in dem Beispiele Ablu 
S. 21 1 1 ) eingeschlichen hat. Aus den dortigen Gleichungen (15.) ergeben sich nicht die Gleichungen (16.) 
bis (16a.), da bei der dortigen Bestimmung von C 1? 2 (S. 210) und Cuu Cu2 (S- 211) 

und 

(cf. Abh. S. 192 194 2 )) sein muss, und demgemass aus der fur dieses Beispiel hiernach abzuanderndea 
Gl. (J.) sich nur 5 n & 22 & 12 & 2 i = 1 ergiebt 3 ). 



1) S. 453, Band I dieser Ausgabe. E. F. 

2) Ebenda S. 431434. B. F. 

3) Vgl. die Anxnerkung 2), S. 456, Band I dieser Ansgabe. B. F. 
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wenn wir 

(24.) F(x) = o?(ff-l), 

(25.) A = ici-pjj^-iy+iCi-riJ^ + IP + rf+ri-ri]^) 

setzen. 

Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung bei (20a.) sind 

fur x = : r 01 = -~y(0 + 1 )> *" = Jfeo- 1 )* 
x = 1 : r = - J P1 +1), r lf = -Jfa-1), 



= oo : r ttl = | + { &>? r 2 = v 



Setzen wir voraus, dass p , p l7 p g positive Grossen sznd, kleiner als Bins, 
so liegen r 01 , r oj , r u , r lt zwisehen und -1, dagegen r wl? r^ zwischen 1 und 2. 
In unserem Beispiele ist 

(12a.) U = I [17 p? H- pi pM ~ 4 (* "~ Pa) ( <r + <*)* 

1127] Die zu (20a.) adjungirte Differentialgleichung lautet 
(26.) F(x)*w w +2F(x)F'(x)w'+A Q w = 0, 

dieselbe ist also mit (20a.) identisch. 
Es ist demnach 

(27.) C, - r m C 2 = r ll? 

wo vj^Tjg bez. Cj, C 2 das zu # = GO zugehcirigci 'Fuiidam<ntalsyst<tin von In- 
tegralen der Gleichung (20.) bez. (20.) becbuten, und <s ist 

/ /A") _ rf> 

( 28 -) S JH?' I r'' 

Die Gleichung (5.) No. 3 lautet in unserem Beispidc>: 



Demnach ist in unserem Falle J^ folglich nar,h (il, (2S.) auch 
^ linear durch J^, J^ } ausdruckbar, wic es nach No. M erforderlich ist. 
Bezeichnen wir mit 
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und mit 



s, = ") i) 



bez. die zu x = und # = 1 gehorige Fundamentalsubstitution von 
ergeben die Gleichungen (19.), wenn wir 



(30.) 
(81.) 



so 



Cdx 

Jt\ 



und 



(32.) 



setzen : 



(33.) 



TCt 



= ~ K n 



[1128 



JD(0) a 

^: W 



(34.) 



22 i \y 11 / 



In den Ansdriicken (30.) und (31.) bedeuten tj t , t) 2 Functionen von a, die aus 
YJ I? 7] 2 durch Vertauschung von ^ mit a hervorgehen. 

Nach dem Obigen sind die linken Seiten der Gleichungen (33.) und (34.) 
homogene Functionen zweiten Grades der Grossen: 



/0 /*0 /0 

i t dx, I x^dx^ I ri^dx, I 

^00 ^00 ^00 

^dx, I x^dx, I 7] 2 cfe, / 

Jf\ J{\ "h 



158 ZUB THEORIE DER LINEAREN DIFFEEENTIALGLEICHUKGEN. 

Man wiirde, wie wir nebenbei bemerken, wenn man in die Gleichungen 
(33.), (34.) die bekannten Ausdrucke von T^, ij t vermittelst bestimmter In- 
tegrale substituirt, aus diesen Gleichungen die Fundamentalsubstitutionen in 
der bekannten Form durch EuLERsche Integrale (Gammafunctionen) darstellen 
konnen. 



ANMEltKUXGKX. 



1) Anderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetxt: 

S. 142, Gleichung (B.) F(x)* statt F(x), 

Zeile 4 v. u. wurde hinter ^air/,e raiionah* 
151, 10 v. u. 1st >hcibeiu hin/.u^jfu^t, 
155, 10 Wir sctxcn nfatt S<;t/,cn wir*, 

in den Gleichungen der Kusnot<* w sfatt c*. 

2) Zu dem S. 146, Zeile G v. u. if. angegfilwnon Sat/.o 1st /.it liium-rlcm. Ia>s ii* (*!! ftun- 
angegebencn Vcrfahrcn nicbt in den Stclbtn ^,,...,^- mil dr (lli-ii-hini" i l.i iil."n I.M/ 



dass vielmebr durch die ganzen rationalen Kimrtioiion 'f-/j.n 
konnen. 



;s-n- 



LXL 

NOTE ZU DER IM BANDE 83, P. 13 sqq. DIESES JOURNALS 

ENTHALTENEN ARBEIT: SUR QUELQUES PROPRI^T^S ETC.; 

EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE 1 ). 

(Journal fin* die reine und angewandte Mathematik, Bd. 112, 1893, S. 156164.) 



Die folgende Notiz enthalt einige Ausfiihrungen der in meinem an [156 
Herrn HERMITE gerichteten* Brief e (d. J., Bd. 83, p. 13 sqq. *)) skizzirten Grund- 
lage der Modulfunction, wie ich sie in meinen Vorlesungen zu geben pflege. 
Zur Mittheilung derselben werde ich nicht nur durch das allgemeine Interesse, 
welches gegenwartig die Theorie der Modulfunctionen gefunden, veranlasst, 
sondern auch weil das von mir angewendete Verfahren einer Verallgemeinerung 
fahig ist zur Entscheidung der Frage, wann die durch Umkehrung von Quo- 
tienten von Integralen linearer Differentialgleichungen entstehenden Functionen 
eindeutig werden. 

Die oben citirte Arbeit aus dem 83. Bande dieses Journals werde ich 
der Kiirze halber mit dem Zeichen B. citiren. 

1. 

Wie in B. sei 

(1 \ = C l d V r = f u d V 

J \lOt (1 -- -r 4M | ?/ 4/1 

o v j \ ^^ *j ) \. ^^ y ) 
und es werde 

(2-) H = ^- 



i) AT)h. XXIV, S. 85 ff., Band II dieser Ausgabe. E. F. 
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gesetzt. Wir zerschneiden die Ebene T der complexen Variablen u dutch 
einen langs der realen Axe von u uber u 1 ins Unendliche gefuhrten 
Schnitt, und bezeichnen die so erhaltene u- Ebene mit T', sowie mit r\ ^ 
die in T' giiltigen Zweige der Functionen r hJ r h , wie sic in B. vermittelst 
157] der Differ entialgleichung 



(3.) 



cZij 



welcher ij l7 7j 2 geniigen, daselbst durch die llelationen (B.), (0.), (K.) dcfinirt 

worden sind. Ferner sei 

T 
(2a.) H = V J,. 

Die Begrenzung T der J"-Kbcne bestcht aus d<;n bciclun I'fcni dcs Sclmittes 
(0, 1, oo) und aus einem um < = (> bcschriobciicii unundln-li ^rosscn Krciso ,ft. 
(Siehe Fig. 1.) 

Figur 1, 7"-Khcuo. 
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Wir wollen diese Begrenzung mit Hiilfe der Gleichung (2a.) auf die 
H-Ebene abbilden. (Siehe Fig. 2.) 

In dem Theile (oo, a, 1) von T gilt fiir H die Gleichung 





7T 



[158 



Figur2. H-Ebene. 




G a 



-oo 



wenn wir 

(4a.) A = - 

setzen. (Siehe B. p. 24, Gl. (3.) 1 ).) 

Von den mehrdeutigen Aus- 
driicken log , log (u 1 ) und 
log^ in den Gleichungen (1.), 
(2.), (3.) von B. p. 24 1 ) konnen ~ 
wir einen, z. B. log , willkiir- - 
lich fixiren, wahrend die beiden _ 
anderen alsdann durch stetige 
Fortsetzung von H in T' sich 
von selbst bestimmen. 

Es sei daher log langs 
(oo,a,l) real gewahlt, so sind 
A und H o fiir dieses Intervall - 
ebenfalls real, weil (s. B. p. 1 6 2 )) f 

v li-> folglich auch H OT (^) fiir reale Werthe von u real ist. Aus der Gleichung 

dA 



3' 



6, 



(5.) 



du 



dtt v 



dA 



(s. B. p. 18 GL (C.) und p. 20 8 )) ergiebt sich, dass -^ langs (oo, a, 1) stets 
positiv ist, weil nach B. p. 16 Gl. (3.) 2 ) t?^ dieselbe Eigenschaft hat. 

Wahrend also u die Bahn (oo, a, 1) durchwandert, nimmt H o fortwahrend ab. 

Fiir u = oo ist H o ein positiver unendlich grosser "Werth, wahrend H fur 
u = I verschwindet (s. B. p. 23 Gleichung 



1) S. 97, Band II dieser Ausgabe. R. F. 

2) Ebenda S. 88. E. F. 

8) Etonda S. 90 und S. 93 Gl. (D.). K. F. 
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Es entsprechen sich also die Punkte der Bahnen (oo, a, l) von 
u und (oo,0) (g in Fig. 2) im positiven Theile der realen H-Axe 
gegenseitig eindeutig. 

Fur den Theil (2, , 1) der realen ^-Axe gilt neben der Gleiehung (4.) 
auch die Gleichung 



(s. B. p. 24 GL (2.) 1 )). 

159] Da folglich auch JT x (w) fiir reale Werthe von u real ist (s. B. p. 16 2 )), 

und da H o , wie oben gezeigt, in dem genanntcn Intervallc real ist, so ergiebt 

die Gleichung (6.), dass wir langs (2, , 1) den Ausdruck log (u-1) real 

annehmen miissen. Seteen wir log(w 1) lungs eincs Ualbkrcvises urn n = i 

von der Strecke (2, , 1) nach der Strecko (l,/*,o) fort, so win! in letetercr 

Strecke 

(6a.) log(w-l) = (log (1- ))-"' 

wo (log(l w)) real zu nehmen ist. 
Sei 
(?.) s = - 

so ist langs (1, /J, 0) 



Nach B. p. 23 GL (/3.) 3 ) ist fur u 

Nun ist 

(5a.) -jj = - ! 



= o 



o ? nnd fiir // 1, It 



(s. B. p. 17 GL (B.), p. 20 Gl. (I.).} 4 )). Ks win! also xwischrn l und o 
positiv bleiben und dahcr J3 ununtorbrochen vcm .. his u abiu.'hnien, 
wahrend u die Bahn (l, ]3, o) bcschreibt, 

Aus der Gleichung (8.) ergiebt sich daher, dass H in d<?r H-Kbttne eincm 
nach der positiven Seite gelegenen Halbkreis 2 mit clein Haciius J um den 
Punkt (0, ~|) beschreibt, wahrend u die Bahn (i,/J, o) durchliiuft. 



a) S. 97, Band II dieser Ausgabe. E. F. 
a) Ebonda S. 88. B. F. 
3) Ebenda 8. 96. B. F. 
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DiePunkte der Bahnen (l, 0, 0) und 8 entsprechen sich gegen- 
seitig eindeutig. 

Fur die Bahn (l, /J, 0) gilt neben (8.) noch die Gleichung 

(9.) H = JofrJ-logj^ 

(s. B. p. 24 GL (l.) 1 )). 
Sei 
(10.) Ht(u)- 

so wird aus der Gleichung (9.): 

(9a.) H = -0 . 

1 + G 

Da im reciproken Werthe von H o nach Gleichung (8.) der Coefficient von i 
constant sein muss, so ist erfordeiiich, dass log^ langs (1, ]8, 0) real [160 
gewahlt werde. Den Werth von logw langs der Strecke (0, y, 1) erhalten 
wir, indem wir diese Function langs eines urn u = fiihrenden Kreises von 
der Seite (l, /J, 0) nach der Seite (0, y, 1) fortsetzen, also (log^) 27ri, wo 
(log^) real ist. Demnach ist fur die Bahn (0, y, l) 



Nun ist 



(s. B. p. 20 GL (1C.) 2 )). 

Da log^ auf der Bahn (1,0,0) real ist, so ist C ebenso wie v ol auf 
derselben Strecke real, und es ist -^- zwischen und 1 fortwahrend negativ. 
Nach B. p. 23 GL (/3.) 3 ) ist fur H o = u = 1, also nach Gleichung (9a.) 
C = 0. Ebenso folgt daraus, dass f fix u = H = i, for denselben Werth 
von u C = oo. Es nimmt daher C ununterbrochen von oo bis ab, 
wahrend u die Strecke (0, y, 1) durchlauft. Die Gleichung (11.) lehrt daher, 
dass H in der H-Ebene einen nach der positiven Seite der realen Axe ge- 
legenen Halbkreis 2ft mit dem Radius j- urn den Punkt (0, -|) beschreibt, 



1) S. 97, Band H dieser Ansgabe. E. F. 

2) Ebenda S. 93. E. F. 

3) Ebenda S. 96. B. F. 
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wahrend u die Bahn (0,y,l) durchlauft Die Punkte der Bahncn (o, y ,i) 
und 2ft entsprechen einander gegenseitig eindeutig. Wenn u die 
Strecke (1, *, oo) zurlicklegt, so gilt fur H t wieder die Glcichung 



(4b.) Hf - - 

Wahrend langs (oo, , 1), log-j- real war, licfcrt die Fortsetxung von log -I 
langs eines urn ^ = oo fiihrenden Kreises von der Seite ( *-, , I) nach der 
Seite (M,oo) fiir diese Function langs (l,*,oo) zu dcm Wertbe Jlcifr ^ + 21:^ 
wo wiederum (log -5-) real ist. Die Gleichung (4b.) wire! duller nach ('ilei- 
chung (4 a.) 

(4 C .) H = - A-2i. 

Da nach dem Obigen -4 real ist uml fortwuhnMid wuc-hsfnd von o Ing 
oo sich bewegt, wahrend u die Balm. (1, d, tx-) lM'srhn*ilit, M> \vini di'iitnuch 
H die im Abstande 2 zur reulen H-Axe ])aralltlt* UIH! narh ii*r pnsitivrn 
161] Seite derselben bis ins Unendliche vc*rlaufc'ii(h* iri*railliniL r * l>ahn //' (lurch- 
wandern, wahrend n den Weg (1, *, ^ ) hcsrhrriht. 

DiePnnkte dieser Bahnen cnts{>rtchcn sich \\ i fili-ru in i^^^n- 
seitig eindeutig. 

Beschreibt endlich v den Krt*is M itiit cl<*m iniriMllirli *jr -rji K.niius /^ 
so durchlauft H o nach Gleicliun^ (-Ic.) ein* Balm, urli-hr iiir< ii <*!* < ili'lrhuny; 

(12.) H = - ^ {- -I lotf 2 -i- ^r / li< /; -, > ' 

dargestellt wird, wenri it Jtr |f . 

Wenn cp von bis 2i: ^clit, su hrsrhrrilit H t in uufiKh:* !i r * hi JHI^I- 
tiven Abstande von dcm Kullpunkfc cli/r H I.h'in-. i^\\\\^'\\ ' rin< 

Parallels 7^ zur lateralcn H-Axe, von //' ht^inin in! unu ir // * f t :! * :;i, 



Wir wollen das von den Liiiien //, V, 3W ,//,// :iht:vuTiii/if fit-hiri cli/r 
H-Ebene rait G bezeichnen. 

DenWerthenw der T'-Ebene, dercn Modul schr jrn^s, fntspn*ch<*n nach 
den Gleichungen (4b.) und (12.) Werthe H o innerhalh <Y ft in klriiiriii Ab- 
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stande von h, s. B. p. 24 1 ), und es findet zwischen diesen Werthen die 
Gleichung 



statt, wo cp(^) eine nach positiven ganzen Potenzen von q fortschreitende 
Reihe bedeutet (s. B. p. 25 Gl. (2.)*)). 

Setzen wir die durch die Gleichung (1.) definirte Function u von H in 
der nacli der positiven Seite der realen Axe gelegenen Halbebene der Variablen 
H gemass der Gleichung 

, , du MM 



fort, so konnen wir fiir einen endlichen, ausserhalb der lateralen Axe ge- 
legenen Werth von H nicht zu einem der Werthe u= 0, 1, oo gelangen, da 
.gemass der Gleichung 
(3.) 



welche sich mit der functionalen Beziehung (2.) deckt, fiir u = 0, u = 1 [162 
der Punkt H auf die laterale Axe entfallt , und fiir u oo der Punkt H ent- 
weder ebenfalls auf die laterale H-Axe entfallt oder nach. der positiven Seite 
der realen Axe ins Unendliche riickt (s. B. p. 23 3 )). 

Wir konnen aber bei der Fortsetzung nach. Gleichung (2.) fiir einen end- 
lichen ausserhalb der lateralen Axe gelegenen Werth von H auch nicht zu 
einem von u = 0, 1, oo verschiedenen Werth u = a gelangen, fiir den TJ I = 0. 
Denn da fiir u = a bekanntlich nicht zugleich vj 2 = sein konnte, so miisste 
fur ^{, = a^ H unendlich werden. 

Dern Fundamentaltheorem der Theorie der Differentialgleichungen zu 
Folge wird daher u eine -eindeutige Function von H in dem ganzen 
Gebiete der letzteren Variablen sein, welches nach der positiven 
Seite der realen Axe gelegen ist (s. B. p. 26 4 )). 

Das Gebiet der Variablen u, welches durch die so definirte 
Function u von H als Abbildung des Gebietes G Q hergeleitet wird, 
bedeckt die ganze T'-Ebene. 



1) S. 97, Band II dieser Ausgal>e. E. F. 

2) Bbenda S. 99. E. P. 

3) Ebenda S. 96 und 97. E. F. 
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Denn ware ein Theil U der T -Ebene von dieser Abbildung ausgeschlossen, 
so konnte seine Begrenzung T nicht Punkten des Inneren von G entsprechen, 
weil in der Umgebung jeder Stelle H^ im Inneren von G 9 die Function u 
eindeutig, endlich und stetig ist, also der Umgebung von H = hf die voile 
Umgebung des entsprechenden Punktes u = u entsprechen wurde. 

Wegen der Eindeutigkeit der Function u von H in G & kann abcr u fur 
eine Stelle H' auf 0, 8, 3R,0' nur zu dem einen Werthe u' reap, der Theile 
(oo,,l), (I,j8,0),(0, y, !),(!, *,oo) der realen Axe gelangen, welcher bci der 
obigen Construction des Gebietes G 9 den Werth H^ Heferte. Fiir Punktc H 
auf h miisste aber u unendlich gross sein. Demnach miissto die lU'grenzung 
T von ?7, so weit sie sich im Endlichen bcfindet, avis Thoilcn der realen 
^-Axe bestehen. Da aber die Coefficienten der Reihen // (^) ^('0 ^ r ( w ) 
real sind, so ergeben die Gleicliungen (4.) tmd (lo.) vorigtr Nuinmcr, dass 
in der Nahe des Theiles (1, oo) der realen w-Axe f /u bcucltni St-iten die 
zugehorigen Werthe H im Inneren vou (? , und '/war r*sp. von // und //' 
gelegen sind. Ebenso ergeben die Gleichtmgon (S.) und (11.) vori^cr Nuinmcr, 
dass in der Nahe des Theiles (0,1) der realen -tt-Axo 7.\\ hc^IdiMi S<iiten 
die zugehorigen Werthe von H o im Inn or on von (*\ rcsp. an V, lOf ^dc^c.^n 
sind. 

163] Demnach kann es kein Gebiet U der Variabl( i n /r ^t*I>rn, wcdrhns bei 
der Abbildung von G Q vermittelst der eindoutigeii Function n von H aus- 
geschlossen ist. 

Die Abbildung des Gebietes 6r o vermiltelst; dt*r Inunction n 
von H auf die w-Ebene bedcckt dieselbe nur rinfurlt. 

Dieses folgt daraus, dass nach den Grundsiity,i*n der Throric 4 d*r liiujinui 
Diiferentialgleichungen die Integrale der Gleiohun^ (:\.) No. I, fol^lirh auch 
H in der T-Ebene eindeutige Functionen von n sind. 

Die Ebene T' und das Gebiet G Q sind dumnach confornu* Ab- 
bildungen von einander. 

3. 
Irgend ein Zweig H hat die Form 

(1} H V?: 

I. H _ 
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wo A, ^, v, Q reale ganze Zahlen sind, welclie der Bedingung 
(2.) iQ + pv = 1 

geniigen, und wo iiberdies A, ^ ungerade Zahlen, ^, v gerade Zahlen bedeuten. 
(B. p. 22 ').) 

Da nach voriger Nummer alien Werthen u in T f nur "Werthe H mit 
positivem realen Theile entsprechen, so ergiebt sich nach dem Satze (B. p. 24 2 )), 
dass alle Werthe H nach der positiven Seite der realen H-Axe ge- 
legen sind. 

Da, wie schon oben bemerkt, die Grleichungen (2.) und (3.) voriger 
Nummer dieselbe functionale Beziehung ausdriicken, so ist eine Fort- 
setzung der fiir die Werthe H mit positivem realen Theile defi- 
nirten Function u vermittelst der Differentialgleichung (2.) voriger 
Nummer iiber die laterale H-Axe hinaus nicht moglich. 

Seien H und H' zwei verschiedene Zweige, und sei H durch die Gleichung 
(1.) gegeben, wahrend H' durch 



definirt wird 3 wo wiederum A', ^ v\ $ r ganze Zahlen, welche der Gleichung 
(2'.) AV+fiV= 1 

geniigen, und wovon A', $' ungerade Zahlen, ^', v gerade Zahlen sind. 

Fiir zwei verschiedene Werthe u = U Q und u = u^ kann wegen der [164 
Eindeutigkeit der Function u von H nicht H'(^ ) = H'(^) sein. Es kann aber 
auch nicht 

(3.) H'K) = H( ) 

sein. Denn aus (1.) und (l'.) wiirde alsdann folgen 

(4.) H,( ) t + -^llH fl (t )-^ = > 

WO 

^ ; 



1) S. 95 nnd 96, Band II dieser Ansgate. E. P. 

2) Ebenda S. 97 und 98. B. F. 
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Aus (4.) ergiebt sich wegen 

(6.) ccS + pr = 1, 



Nach B. p. 22 *) sind a;, d ungerade Zahlen, ff, y gentile Xahhrn. Kg kann 
nicht a + d= sein, weil sonst nacli (iL) 

(8.) ' jJy-2 = (-!)(+ I), 

was nicht moglich 1st, da die rcdite Soitu (lurch -I thrilbar \v5in* , die linke 
Seite aber nicht. Es hat also ( + <)) >J iniiuli'stons di*n Wrrth 4, flaliir liefert 
die Gleichung (7.) einen Werth H g auf d(r latrrulrn Ax<\ 

Die sammtlichen Xweigwortho H criullrn dahrr in drr H-Kbrnr Flacheu- 
gebiete, welche nirgendwo ausscrhalb drr latt'ralm A \ r Punkte 
gemeinschaftlich habcn. 

Da win aber bewiesen habcm, dass jrdmt I'unktr H In li-r dir positive 
Seite der xealeix Axe enthalteiideii Halbchi'iir \\Viiin* <t n: H[nr|iru, so <r- 
fiillt die Gesammtheit der /wt'ip* di^* II ;* MM-linn* 1 iirki*nlos. 

Es rniissen daher an der latcrahrn H A\r iihiT aii" (ir.-n/t n iiluii'Iiincnde 
Flachentheilo sich anhiiufou, \vt:lrlu* Z\\t ir\vrriln' vou H *i.ir-i lit-n. 



S, 95, Band II diosor Aungabc. li. jt'. 



Anderung gegcn das Original. 
Es wurde gesetzt: 

S. 168, Glcichung (7.) reehter Hand J, v-i \tt + A>-' M.trt \ -! it , ... fl ( 



TIBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 
WELCHE VON PARAMETERN UNABHANGIGE SUBSTITUTIONS- 

GRUPPEN BESITZEN. 

(I. Theil, Einleitung nnd No. 1 4, Sitzungsberiahte der Konigl. preussischen Akademie 

der Wlssenschaften zn Berlin, 1893, XLV, S. 975988; vorgetragen am 16. November; 

ausgegeben am 23. November 1893. II. Theil, No. 58, Sitznngsberielite, 1894, XLII, 

S. 11171127; vorgetragen am 1. November; ausgegeben am 8. November 1894) 



Die folgende Notiz schliesst sich der Reihe von Arbeiten liber lineare [975 
Differentialgleichungen an, welche ich in den Sitzungsberichten veroffentlicht 
habe, insbesondere an die Notizen vom Jahre 1888, S. 1273 1 ); 1892, S. 157 2 ) 
nnd 1113 3 ), worin ich eine Kategorie von linearen Diiferentialgleichungen in 
die Untersuchung eingefiihrt habe, deren Integrale sich. bei beliebigen Um- 
lanfen der nnabhangigen Variabeln unabhangig von gewissen in den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichungen auftretenden Parametern andern, und derea 
Zusammenhang mit einer Klasse simultaner partieller Differentialgleichungen 
ich insbesondere in der Notiz von 1892, S. 157 2 ) untersucht habe. Die gegen- 
wartige Note dient zur Vorbereitung fiir weitere an die bezeichnete Kategorie 
von Differentialgleichungen sich anschliessende functionentheoretische Folge- 
xungen. 

In der Notiz von 1892, S. 1118 1120 4 ) habe ich nachgewiesen, wie man 
jeder linearen Differentialgleichung, fiir welche die "Wurzeln der determi- 
nirenden Fundamentalgleichung nicht um ganze Zahlen verschieden sind, eine 

1) Abb. LIV, S. 15 ff. dieses Bandes. B. F. 

2) Abh. LIX, S. 117 ff. dieses Eandes. E. F. 

3) Abh. LX, S. 141 ff. dieses Bandes. B. F. 
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Differentialgleichung derselben Klasse zuordnen kann, bci welchcr cler reale 
Theil dieser Wurzeln seinem absoluten Werthc nach die Kinbeit nicht tiber- 
schreitet. Die gegenwartige Note entbalt eine m diescra Satze, 

fiir den Fall, dass jene Wurzeln auch um Zablcn vcrachicdcn sind. 

Ich. habe dieselbe Mer aufgenommen, weil icb davon bci der UnterBuchung 
der Anzahl der singularen Stellen einer Diffcrcntialgleichung der in der Cfber- 
schrift bezeichneten Kategorie mit Vortheil Ciebrauch macben I5i8t. 

1. 

Zunachst wollen wir einige Satze aufstelleri, wclcbe auf allgeinciiu? lineare 
Differentialgleichungen Bezug haben. 

Es seien die Coefiicienten cler Diffcrcntialglcirhung: 



in der Umgebung eines singularen Punkt.es a von der (irstalt: 

(2.) ;,. =r, ; * . *). 

V J Jl (r }* 

wo P^ eine nacli positiven ganzen Potenxen vrn ^ a forlsritivitrnd 
bedeutet, und r = $ eine ^-faohe Wurxcl der cli?t<*nninin*n<li'n Kiuul 
gleichnng : 

(3.) r(r-l)(r-2)...(r-WH-I) + JV^'M/'-lj-.-tr -w i L'j ! -- ! /'(*/ - 0. 

ferner nj^ 7j 2 , ..., ^ die entsprcebcndeii Klinu*nte rim's y.u // p^liih-i^fii Kundu 
mentalsystems , so dass 

(*) ^ = (->'[?*+ ?n' + - r n^'l* 

wo r die liochste Potenz des in r ik auftn^tenden Logarithmus, y k . wirh POHI 
tiven ganzen Potenzen fortschreitendc Reilicn b<*dnten, wt*lrhtt nicht wimmt 
lich. fiir x a verschwinden, und: 

( 5 t 

gesetzt worden ist**). 

*) CRELLES Journal, Bd. 68, S, 8GO, Gl. (8.)*). 
**) Ebenda S. 364 2 ). 



i) Abb. VII, S. 212, Band I dieser Auegabe, E. F. 
a ) Ebenda S. 216. B. F. 
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Es seien nunmehr Q (#), Q^), ..., Q n ^} noch zu bestimmende gauze 
rationale Functionen von x, und sei: 

(6.) U = Q o(x} y + Q i(x) ^ + ... + Qn _ i W^L. 

Setzen wir: 



so 1st: 

(8.) ,, = (s-a 

und es ergiebt sich: 





Hierin bedeutet ^(i) die a te Ableitug von f(i) nach t und /^(i) eine ganze 
rationale Function von i, deren Coefficienten nach ganzen positiven Potenzen 
von x a fortschreitende Reihen sind. 

Setzen wir in (6.) y = T^ und bezeichnen den zugehorigen Werth von u 
niit u kl so wird demgemass: 

(10.) u k = (x-aJ>\F( 9 , x)f(t) + ^%^-f (0 + F ( ^ X} r(t} + -. [977 

+ ^^r- 1 ^} + (*-"? 
wo: 



und g(t) eine wie f^t) beschaifene Function ist. 

Es seien nunmehr die Coefficienten von Q (#), Qfo)) ? Qn-iC^) so ^ e "" 
stimmt, dass die ganze rationale Function von r: 

(12.) J?(r,a) = e o (a) + e i (a)r + C 1 (a)r + - + M (a)r^ 

den Linearfaktor r Q genau (m + l)fach enthalt, dagegen aber fur keine 
andere Wurzel der Gleichung (3) verschwindet. Dann ist f (m (t), ...,f n ~(t) 
identisch Null, wahrend 

(13.) F( 9 ,a) = 0, . ..., F*( 9 ,a) = 0. 

22* 



UBEB LINEAEE DIFFEEEHTIALGLEICHUKGEN. 

Es 1st 

(14.) m<-l. 

Wir konnen die noch unbestimmten Coefficienten von 

QM, &(*)> > Qn~M 

stets so wahlen, dass f + l auch genau der Exponent ist, zn welchem 

*!>*, ...,% gehOren. 

Ist r = a eine von Q verschiedene Wur/el der (ileichung (:.l.) und C em 
entsprechendes Element des zu a gehorigen Fuudamentalsystcms, so ist unscrer 
Voraussetzung nach nicht gleichzeitig 

F(a,a) = 0, F'&a) = 0, . . ., F^^^a) - a 

Bezeichnen wir demnach mit v das llcsultiit der Substittition // . C in Ulei- 
chung (6.), so gehort v noch immer /Aim Kxponenttm 3. 

Es seien diejenigen Wur/eln der (ileiclnnig (:t.), wtldn von dtier be- 
stimmten Wurzel r l derselben urn ganze Zalili'ii vi?rschirdfn ^ind, depart in 
Gruppen vertheilt, dass in jedcr Gruppe gleiclic' Wur/c'ln sirh hrtindtiL Die 
Gruppe JB enthalte die Wurzcl r l ^-fueli, dw (Jruppt* L\ ill** \Vur/,rl r^-g^ 
p -fach u. s. w., die Gruppe K v die Wurxtl /,//, /i.-farh, \\u <li* (imssrn // 
positive ganze Zahlen bedeutcn, welc'lie sunnntlich vein Null \TM'hirdrn sind 
und mit dem Index amvachscn. Danii gii'bt <*s fin d**r (ini||M* /^ ^nt- 
sprechendes System von Integralen: 

W ?/xi' h*> ' ^/ 

978] welche zum Exponentcn r /4 gchorcn und su brsc-hailt-n >iitd, dass nicht 
durch eine lineare Combination dt^rsolbcn mit; Ititrirnth'ii tu'lhrrrr l'!sjoiH*nt<*n 
ein anderes zu ?\ ^ gelioriges Syst<*m mil riwr L r ^rin.u*'i''"ii An/ahl von Klr- 
menten erhalten werdcii kann, wiihreud jcdrs unclrn- Int*L f r;il, \vi-lrh's y,um 
Exponenten r l ^ gehort, sich, durch das Systrm ('.) und iiift'Lintlr hcihcntr 
Exponenten linear ausdracken liisst*). 



Wenn umgekehrt: 



*) CRELLBS Journal, Bd. 08, B. 355 1 ). 



Abb.VII, S. 200207, Band I dieaor Attigabu. K. F. 
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ein System von Integralen 1st, welche zu einer Wurzel r t # z der Gleichung 
(3.) als Exponenten gehoren, und wenn das System (0.) nicht durch eine 
lineare Combination seiner Elemente mit Integralen hoherer Exponenten anf 
ein anderes ebenfalls zu r l g l gehoriges System mit einer geringeren Anzahl 
von Elementen zuriickgefiihrt werden kann, wahrend jedes andere Integral, 
welches zum Exponenten r^g^ gehort, sich durch das System (/3.) und In- 
tegrale hoherer Exponenten linear ausdriicken lasst, so ist r g^ eine j0-fache 
Wurzel der Gleichung (3.). Denn ware f\ & eine #~fache Wurzel und q<p, 
so miisste nach dem eben citirten Satze das System (0.) sich durch eine ge- 
ringere Anzahl von Elementen ausdrticken lassen. 

Es moge nunmehr u aus Gleichung (6.) der Differentialgleichung : 



r i _ zr ... 

geniigen. Wir setzen in (6.) an die Stelle von y successive die Elemente des 
Systems (a.) und bezeichnen die Kesultate mit: 



Moge die oben mit Q bezeichnete Wurzel der Gleichung (3.) jetzt: 
(16.) Q = r ^ ffi 

sein, und Q , Q^ ..., Q M-l so bestimmt werden, dass F.(r,a) [Gleichung (12.)] 
den Linearfactor r (^^J genau ^-fach enthalt* Alsdann gehoren die In- 
tegrale des Systems: 



zuin Exponenten ^^+1, wahrend fiir ^L^l das System (y.) zum Exponenten 

r i~ffi gehort. 

Die Elemente eines Systems (7.) fiir A 4= stehen aber weder unter ein- 
ander noch mit den Integralen eines anderen Systems in linear er Beziehung, 
wenn die Gleichung (1.) irreductibel ist. Dasselbe gilt fur A = 0, 
wenn g l > 1 . 

Die zu x = a gehorige determinirende Fundamentalgleichung 
fiir die Gleichung (15.) besitzt also die Wurzeln: 

(0 r lt r^^ + i, r,-g^ ..., r^g vt [979 



resp. ^ , ^, ^ 2 , ...,^-ac, wenn 
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1st y 1 -l>l, so sei: 

du rj d n " l u 

(6a.) v = JB w + I{ 1 -^ + --- + xc n - l -^a=r? 

wo J2 , JB 4 , ..., JR W ^ ganze rationale Functionen sind, welclie so bestimmt 
warden, dass: 

(12a.) F&, a) = JR (a) 4- li^r + - + M n ^(a)r n ~> 

den Linearfactor r (r, ^+1) genau ^-mal enthalt. Alsdann ergiebt sich, 
wie oben, dass die Wurzeln der zu a gehorigen determinircndcn Fundamental- 
gleiclmng fur die Differentialgleichung : 

d n v fZ n - f f A 

(15a.) _ + ai __ + ... + v - =B o, 

welcher t; aus (6 a.) geniigt: 

(e 1 .) r lt r 1 -// 1 + 2, r,-//., ..., ^-f/,, 

und zwar genau resp. (t o , ft l7 ^, ..., ft v -fach sind. 

Wiederholen wir den Process (6.), (Gu.), .. ., HO ergiebt sich: 

Wir konnen eirie mit (1.) zu derselben Klass(? gchorige Diffe- 

rentialgleichung aufstellen, bei wclcber dir von /* t tun gauze 

Zahlen verschiedenen Wurzeln der zn a jjfehori^rn (l(?i(*rniinircn- 

den Fundamentalglcichung: 

(Q r n ^-^ ^i-y a - 't-/7^ 

sind und resp. /*, f* x , p,, . .., ^-faoli auftretiiii. 

Wiederholen wir denselben Process an dcn (iruppfn, drnii Ivcpritst^n- 
tanten ?\# 2 ) r i~~9^ * ? r : ""// v s ^ n d? kSO golang(jn wir zu <uw*r mil (1.) /,u der- 
selben Klasse gehorigen Difforentialgleichun^, deren zu // ^ehfirii^e drtormi- 
nirende Fundamentalgleichung die Wurzeln: 



resp. p , ftj, ^ 2 , ..., ^ v -fach hat, wahrend die librigen AVur/,c4n dleser (ileiehtmg 
mit denjenigen Wurzeln der Gleiclmng (3.) ubcreirxstinimon, (lic k nicht von r l 
urn ganze Zahlen verschieden sind. 

Der Process, durch welchen von einer Differentialgloichung zu ciner 
anderen derselben Klasse iibergegangen wird, ist so bcscliaffcn, class die In- 
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tegrale der letzteren nicht an einer endlichen Stelle, welche yon den singu- 
laren Punkten der ersteren verschieden 1st, unendlich werden konnen. Da die 
Integrate der letzteren sich aber auch nicht an einer von den singularen 
Punkten der ersteren abweichenden Stelle verzweigen konnen, so konnen in 
der letzteren Differentialgleicliung nur ausserwesentlich singulare Stellen [980 
hinzutreten (ausserwesentlich in dem Sinne, dass die Integrale in ihnen weder 
unendlich werden, noch sich verzweigen*)). 

Die Functionsreihen Q , Q l? . .., Q a-1 ; J? , R^ ..., ^ n _ 1 ? u. s. w., die wir 
bei den auf den singularen Punkt a beziiglichen Transformationen anwenden, 
konnen wir nun so wahlen, dass die zu alien von a verschiedenen wesentlich 
singularen Stellen der transformirten Differentialgleichung gehorigen determi- 
nirenden Fundamentalgleichungen dieselben bleiben, wie die zu denselben 
Stellen gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen fiir die Glei- 
chung (3.). 

Indem wir nun fiir alle wesentlich singularen Stellen den Transformations- 
process ausfiihren, gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Es giebt stets eine mit(l.)zu derselben Klasse gehorige Diffe- 
rentialgleichung von folgender Beschaffenheit: 

Es sei a irgend ein im Endlichen gelegener wesentlich 
singularer Punkt, r^r^...,^ diejenigen Wurzeln der zu- 
gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, die 
(A.) sich nicht um ganze Zahlen von einander unterscheiden. 
Der Complex der von r k um ganze Zahlen (Null) ver- 
schiedenen Wurzeln derselben Gleichung hat dann die 
Gestalt: 

**i ^-^ ^- 2 > r n-~ v i 

worin v hochstens den Werth n 1 erhalten kann. 
Dieser Satz bildet eine Erganzung zu einem Satze, welchen ich bei 
friiherer Gelegenheit aufgestellt habe**). 



*) Siehe CRELLES Journal, Bd. 68, S. 378 '). 
**) Siehe Sitzungsberichte 1892, S. 1118- 1120 2 ). 



1) Abh. YII, S. 232, Band I dieser Ausgal>e E. F, 

2) Ath. LX, S. 146149 dieses Bandes. B. F. 



176 UBER LINEABE DIFFEEENTIALGT,E1CHUKGEN. 

Sei die Differentialgleichung, welcher '/ukommt: 



und a einer der singularen Punkte derselbcu, uml setxeii wir: 

- (18.) *-a = -J, 

wodurch die Gleichung (17.) in: 

iibergeht. Wir konnen nach dcm obi^eit Theorem durdi di< IVansforiuation: 
(19.) W r == /,() +//,(> . .f- ....f 74.,^' , , , 



981] wo = log; J/ , J/ l7 ..., // w-l jj;anx4 rallinialp Fiiiiriiniirii vmi g, fine mit 
(17a.) xu dersclben Klusse gohorip* DittVn'ntialixli'iriuuii:: 

(20.) '!^ r + ^w1/r' r -".-' " 

von der Art herstellen, class die* 7.11 siiiiniitlirhrM ut-rnti;rb -iiiv.uliirrn Strilen, 
geliorigen detcrminirendcn Fuii(Iaiii i nf;ilL r I ( i( > inun.' i n !ii 'UM S;jt/r (A.) ange- 
gebene Eigenscliuft besitzori. 

Wird in dor l)ilicniiitial^Uirlnui f i: (ii.) wiMlt-riutt ili- :vii 'titutinu (IS.) 
angewendet, so vorwanchrlt sir sirlt in: 



Diese Gleichung gcsliorl. in if (I7a.) al^u asn h mif (IT.) /.u dr- 
selben Klasse und besitzt cii< iin 'i'liiMrrtn (A.i ;in^c\'-btMn- Ki^itn- 
schaft fur sammtlicho wesentlic-li siniruliirr I'unktf <I*Mi unnullich 
fernen Punkt cingeschlossen. 

2. 
Es habe: 



die Eigenschaft, dass die Fundamcntalsubstitutioncn ihrer Intrjjjrule von cinem 
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in den Caefficienten p^p^ >p n auftretenden Parameter t unabhangig sind*). 
Alsdann giebt es ein Fundamentalsystem von Integralen y l? / 2 , ...,y w der- 
selben, welches der Gleichxmg: 



(2.) 



dt 



geniigt, wo A Qr A^..^A n ^ rationale Functionen von x und y* = -|-|. be- 
deuten**). 

1st a einer der singularen Punkte von (1.) und geht nach einem Umlaufe 
tiin a y k iiber in: 

(3-) y t = 



so sind unserer Voraussetzung gemass die Grossen a kl von t unabhangig, 
>daher auch die Wurzeln der Fundamentalgleichung ***) 



[982 



= 



von t unabhangig. 

Sei 7) l5 7j 2 , ..., 7] n das zu a gehorige Fundamentalsystem, so ist: 
/K. ^ / T i rv \ 

\ ) "^\Tf """"" ^jfct 2^1 "T" )fc2 2/^2 i" " * " "T" @ltn ?/<n* \ == ) ) ' ' *) ^) 

Die Coefficienten c konnen von t unabhangig gewahlt werdent). 
Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die Integrate der Gleichung (1.) 
tiberall bestimmte Werthe haben, dass also: 

fn \ JC (01) \ / 

(") Pit ==: T7~\TE 5 

V. / * K . . f/Y>\ K ' 



*) Siehe Sitzungsberichte 1888, S. 1278 und Sitzungsberichte 1892, S. 158 ff. 1 ). 
**) Sitzungsberichte 1888, S. 1278 2 ). 
***) CEELLES Journal, Ed. 66, S. 132, Gl. (6.) 8 ). 
t) Siehe Sitzungsberichte 1892, S. 163 4 ). 



1) Abh. LIV, S. 20 ff. und Abh. LIX, S. 118 ff. dieses Bandes. R. F. 

2) Abh. LIV, S. 20 dieses Bandes. B. F. 
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WO 



und JF t <_!,(#) eine ganze rationale Function fc^-l)* 611 Grades*). 

Alsdann sind zwar die Wurzeln der Gleichung (4.) co^ o> 2 , ..., o> n von t 
unabhangig, aber da ^log* * nur bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt 
ist, so ist das System der Exponenten, zu welchen die durch die Gleichung 
(5.) bestimmten Integrale gehoren, nicht nothwendig mit dem Systeme 
der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung**): 

(7.) r(r-l)(r-2)...(r-n + l) + J^ = 

iibereinstimmend. Ist r z eine Wurzel der Gleichung (7.), welche sich nicht 
von einer anderen "Wurzel um eine ganze Zahl unterscheidet, so ist unter 
den Integralen (5.) eines vorhanden, welches r^ zum Exponenten hat. Wenn 
aber r l von einer anderen Wurzel der Gleichung (7.) um eine von Null ver- 
schiedene ganze Zahl abweicht, so ist es nicht erforderlich , dass r l einen Ex- 
ponenten fur ein Element von (5.) darstellt. 

Wir wollen daher unter 7] l? 7j a , ..., r\ n stets das Fundamcntalsystem ver- 
stehen, dessen Exponenten sich mit den Wurzeln der Gleichung (7.) dccken 
(wie wir dasselbe***) beschrieben haben). 
983] Setzen wir nun: 

(3.) y k = ^i+*to^+"' + **n*li (fc=l,2,...,n) 

so sind e ti im Allgemeinen Functionen von t. 

3. 
Wir heben nunmehr aus den Diiferentialgleichungen 



deren Integrale von einem Parameter t unabhangige Substitutionscoflicienten 
besitzen, folgende Kategorie hervor: 



*) CRELLES Journal, Bd. 66, S. 146, Gl. (12.) *). 
**) Ebenda S. 147, Gl. (15.) 2 ). 
***) Ebenda Bd. 68, S. 355 3 ). 



1) Abh.VI, S. 186, Band I dieser Ausgabe. B. F. 

2) Ebenda S. 188. E. F. 

a) Abh. TO, S. 206207, Band I dieser Ausgabe. B. F. 
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(a) Es sollen die Integrale derselben iiberall bestimmte Werthe erhalten, 
die Coefficienten p t demnach die in Gleichung (6.) voriger Nummer angefiilirte 
Form haben. Hieibei sollen o,^a^...^a von t unabhangig sein, dagegen 
a g = t werden. 

(b) Sei a ein beliebiger singularer Punkt, y ein Element des zugehorigen 
Fundamentalsystems von Integralen, r die entsprechende Wurzel der determi- 
nirenden Fundamentalgleichung, so dass: 

y = (z-ay^+^log^-a)*?^ 

Es sollen cp , <p l7 ..., cp m in der Umgebung eines willkiirlichen Werthes f D 
von t nach ganzen positiven Potenzen von x a und t 1 entwickelbar sein. 

Dass es Differentialgleichungen giebt, welche den Forderungen (a) und 
(b) Gentige leisten, daftir bieten diejenigen Differentialgleichungen Beispiele 
dar, denen die Periodicitatsmoduln der ABELsclien Integrale Geniige leisten*). 

Sei fur ein Integral der Gleichung (t.) : 

(2.) y = (x- a} r [cp + 9l log (x - a) + cp 2 (log (x - a)) 2 + + cp m (log (x - a)) m ] , 

wo a einer der Punkte a 1? a s , ..., a und cp o , cp x , ..., cp w nicht sammtlich Null 
iind nicht unendlich fur einen willkiirlichen Werth von , so ist nach der 
Voraussetzung (b): 



(3.) = (^^a7[^ +^log(^-a) + 6 2 (log(^^a)) 2 +... + ^aog^ 

wo cj; oJ ^, . .., fy m fiir x = a und einen willkiirlichen Werth von t nicht un- 
endlich werden. 

4. [984 

Wenn die DifFerentialgleichung-(l.) No. 2 die Eigenschaft hat, dass die 
Fundamentalsubstitutionen ihrer Integrale von einem in ihren Coefficienten 
auftretenden Parameter unabhangig sind, so hat jede Differentialgleichung 
derselben Klasse die gleiche Eigenschaft. Hat die Differentialgleichung (1.) 
No. 2 liberdies die Eigenschaft (b) No. 3, so behalt die Differentialgleichung 



*) Vergl. CEELLES Journal, Bd. 71, S. 118 und Bd. 73, S. 329; Sitzungsberichte 1888, S. 1286; 1889, 
3. 713; 1890, S. 21 J ). 



i) Abh. VIII, S. 270 und Al)h. XIII, S. 849, Baud I dieser Ausgabe ; Abh. LIV, S. 30, 35 und 49 dieses Bandes. K. P. 

23* 
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for , welche durch eine Transformation der Form (6.) No. I erhalten wird, 

dieselbe Eigenschaft (b) No. 3. 

Wix konnen daher voranssetzen, dass die Differentialgleichung (l.) No. 2: 



sowohl in Bezug auf die im Endlichen gelegenen wirklich singuliiren Punkte, 
als auch in Bezug auf x = oo die im Theorem (A.) No. 1 angegebene Eigen- 
schaft besitzt. 

Seien 73 , \, ..., 13. die Elemente des zu einem wirklich singularcn Punkte 
a gehSrigen Fnndamentalsystems, r,, r,, ...,r n die entsprcchendcn Wurzcln der 
determinirenden Fundamentalgleichung, und sei y,, y fl ...,# fin System von 
Fundamentalintegralen von (1.), welches der Gleichung (2.) No. 2: 

v */ c5 

geniigt. Setzen wir: 

^3 \ 1j = e 7] + ^Jrt 7 "^ + " + fi *n y <ny ^ : ' ' J ' " ' ' * > fl ) 

in (2.) em und bezeiclmen mit e' u die Ablcitung von e kl nacjt , nowie mit A, 
die Hauptdeterminante von T] I? 7j t , ..., ^, so erhalten wir uus (2.): 

(*) 



wenn wir eine Determinante: 



a nl a m . . . a nn 



kurz durch ihre erste Zeile: 

darstellen. 

985] Aus (4.) ergiebt sich: 

(5.) 
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WO 

( 6 -) * = K, *! -i '] 

Nun aber ist: 



wo A lf A 2 , . .., A n die "Werthe der Zahlenreihe 1, 2, 3, ..., ft annehmen. Es sind 
jedoch A a , ...,^ OT von einander verschieden anzunehmen, wahrend A t mit einer 
dieser Zahlen zusammenfallen kann. Bezeichnen wir daher mit S^ die Summe 
der Wurzeln der zu a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, so 
gehort das Product: 

zum Exponenten: 
oder 



je nachdem ^ von den Zalilen der Reilie ^ 2? ^ 3 ?...,\ verschieden ist oder 
mit einer derselben zusammenfallt. Andrerseits gehort A zum Exponenten: 



Demnach gehort: 

^<" 2>v ir 8) ---^ 

/-I A \ P _ A l A 2 A 3 __ A n 

^ ; r i^...l n ~ A 

zum Exponenten ^ 1 oder zum Exponenten r^r^ + 1, je nachdem ^ von 
A 2 , A g , ..., l n verschieden ist oder mit einer dieser Zahlen zusammenfallt. 

Da wegen der Voraussetzung (b.) No. 3 - fur einen von t unabhangigen 
singularen Punkt a mindestens zum Exponenten r^ gehort, so gehort der Aus- 
druck : 

(11.) E - 



*) Sielie CRELLES Journal, Bd. 66, S. 145 a ). 



i) Abh. "VI, S. 185, Band I dieser Ausgate. E. F. 
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9 86] mindestens zum Exponenten w-1 und ist in der Umgebung von 
x a eindeutig. 

Aus der Gleichung (5.) oder: 

(5a.) A n . t 



und aus der Erwagung, dass A n _^ eine rationale Function von $, also in der 
Umgebung von x = a eindeutig sein soil, ergiebt sich, dass diejenigen 
Coefficienten [e' Ui , e Uj , ..., e Uj J verschwinden miissen, fur welche 
r, r, keine ganze Zahl ist. 

Aj /< a & ^ 

In den iibrig bleibenden Gliedern sind die Differenzen r^^-r^ ihrem ab- 
soluten Werthe nach nicht grosser als -l, weil unsere Gleichung (1.) die 
im Theoreme (A.) vorausgesetzte Beschaffenheit hat. Duher gehorcn in den 
zuriickbleibenden Gliedern die P^..,^ im Allgcmcincn scu positivcn ganz- | 

zahligen Exponenten. Ausgenommen ist ein Glied, fur welches: \ 

(12.) \- r l a ~^ n ~ 1 ^ I 



Dieser Fall kann nur eintreten, wenn die determinirende 

die Wuizeln r^ r t 1, r t 2, ..., r i (w l) hat, und fur die C!onihmulion: 

(13.) ^ = 1, A u = n. 

Setzen wir in (1.): 
(14.) jr = (rr-a)^^""^^ 

so "wiirde die Differentialgleichung fur n bcim singuliireu I'unklo ^ (lit! 7/ahlen 
n 1, w 2, ..., 1, als Wurzeln der detcrminirendiiii .Kunclaincintalgldichung 
besitzen. Die Hauptdeterminante der Difforontialgliiichung filr H \vurde dom- 
nach f iir x = weder Null noch unendlich. Die Cocflicic^nttin clcr Differential- 
gleichung fiir w wiirden daher ebenfalls filr x = a ondlich bhriben, und es 
wilrde a iiberhaupt nicbt mehr singularer Punkt sein, wenn nicht die Iiitegrale 
in ihrer Entwickelung um x = a Logarithmeii enthielten. 

Denken wir uns also axis (1.) solche Punkte, welche durcb die Substitution 
der Form (14.) beseitigt werden konnen, entfernt wodurcli die Js'jitur der 
Gleichung (1.) nicht geandert wird so schliessen wir, dass der Fall (12.) 
nur eintreten kann, wenn J 5 ... logarithmischc Glieder entlnilt. Da abcr 



UBEE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 183 

A n ^ in der Umgebung von a eindeutig sein muss, so folgt, dass der Complex 
der beziiglichen Glieder in Glei cluing (5a.) verschwinden muss. 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich das Theorem: 

Die rationale Function A von x wird fur die nicht von 

n 1 

(B.) t abhangigen singularen Punkte Null mindestens erster 

Ordnung. 

Fur den singularen Punkt a = t gehort -^~- mindestens zum Expo- [987 
nenten >' z 1, daher E mindestens zum Exponenten n 2, es ist folglich, fur 
w>2, A n ^ auch Null fur x = t } und fur n = 2 jedenfalls nicht unendlich. 
Fur x = oo setzen wir: 

(15.) * = j. 

Alsdann ergiebt dieselbe Rechnung wie die obige, dass -4 B _ 1 !* (n< ~ 1) fur 
| = o nicht unendlich wird. 

Es ist daher A n ^ fiir # = oo hochstens von der 2(^~ l) ten Ord- 
nung unendlich. 

Anlangend die ausserwesentlich singularen Punkte, so kann die Trans- 
formation (6.) No. 1 so gewahlt werden, dass die Hauptdeterminante der In- 
tegrale der transformirten Gleichung in den durch die Transformation ent- 
standenen ausserwesentlich singularen Punkten /3 nur einfach verschwindet. 
Die auf einen solchen Punkt beziigliche determinirende Fundamentalgleichung 
hat dann die Wurzeln 0, 1, 2, ..., n 2, ft. Bei der Transformation (6a.) No. 1 
bleiben die singularen Punkte /J und die zugehorigen determinirenden Funda- 
ment algleichungen erhalten, wahrend neue ausserwesentlich singulare Punkte 
y eintreten, deren zugehorige determinirende Fundamentalgleichungen eben- 
falls die Wurzeln 0, 1, 2, . . ., n 2, n sind. So weiter schliessend folgern wir, 
dass wir bei unserer Gleichung (l .) voraussetzen diirfen, dass zu alien ausser- 
wesentlich singularen Punkten derselben determinirende Fundamentalgleichungen 
mit den Wurzeln 0, 1, 2, .. ., n 2, n gehoren. 

Setzen wir in Gleichung (2.) fur y successive y^ y^ . .., y n , so ergiebt 
sich aus dem entstehenden Gleichungssystem : 

(16.) A^ = Z kJ (7c = i,2,..., w -i) 

worin 1 k eine ganze Function von y 1? y a , ..., y M und ihren Ableitungen nach 
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* und yon -|S ^ -, -%S d wo A die Hauptdeterminante von y t , y t , ...,^ 
1st. Da A fur einen ausserwesentlich singularen Punkt nur erster Ordming 
yerschwindet, und da y t , y,, ..., y. und ihre Ableitungen nach a?, sowie, wegen 
der Voraussetzung (b) No. 3, ^,^-,^T nicht unendlich werden > so <*- 
giebt sich, dass 

AQ, -O.J, J -"-! 

fik einen ausserwesentlich singularen Punkt hochstens erster Ordnung unend- 

lich werden. 

988] Aus dem Vorhergehenden ergiebt sicli, dass: 

z 

(17.) 4.HL = ^ 

wo der Zahler Z jedenfalls fur die von t unabhangigen Werthe a^ a 9j ..., a^ 
mindestens erster Ordnung yerschwindet, wahrend der Nenner 2V nur fiir die 
ausserwesentlich singularen Punkte und zwar nicht hohcrer als erster Ordnung 
verschwinden kann. Da andererseits A n ^ fur x oo hochstens 2(n- J) tor Ord- 
nung unendlich ist, so ergiebt sich: 

1st die Anzahl der ausserwesentlich singuliireri Punkte der 
Gleichung (1.) = m, so ist: 

(18.) 0<2w + wi 1. 



Wenn die aus (6.), (6a.), ... No. 1 resultircnde r rransformution so oingc- I 

i* 1 
richtet werden konnte, dass keine ausserwesentlicsli smgulare Stelle eingefiihrt t 

wiirde, alsdann trate an die Stelle der Ungleichung (IS.) cine Unglciclmng \ 

der Form: 

(18a.) (><2w-l. ; 

Wiirden die Grossen e kl [Gleichung (:i.)] von t uiiahliJlngig werden , HO 
wiirde in Gleichung (5.) auf der rechten Seite nur clus init A multiplieirte 
Glied verbleiben, und daher A n ^ fur die p 1 von t unabhFuigigen singularen 
Punkte n l ter Ordnung verschwinden , und es miisste dann, da in diesem 

Falle die Transformationen (6.), (6a.) u. s. w. No. 1 iiberfiussig werden 7 und ; 

demnach'm= ware, sein: 



d. h.: 

_ 3n 2 
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5. [1117 

Aus den Entwickelungen der vorigen Nummer ergiebt sich der folgende Satz : 
Es seien in 



die Coefficienten p^P^ >> p n so beschafFene rationale Functionen von a?, dass 
die Integrale der Differentialgleichung iiberall bestimmte Werthe haben. Es 
werde iiberdies vorausgesetzt, dass es ein Fundamentalsystem von Integralen 
derselben gebe, fur welches zugleich die Gleichung 

(2.) ^ = A* + Ay'+--- + 4iHi!^ 

befriedigt werde, wo t ein in p^ p^ ...,p n auftretender Parameter nnd 
-4 , A^ ..., A n _^ rationale Functionen von x sind, und wo y (l) = ^ gesetzt 



ist. Sind alsdann die Differenzen der eine Gruppe bildenden Wurzeln einer 
zu einem singularen Punkte a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung 
nicht grosser als w 2, so verschwindet A n-i fiir x = a mindestens erster Ord- 
nung. Hierbei ist es fiir n > 2 gleichgiiltig , ob a von t abhangig oder un- 
abhangig ist. Fiir n = 2 wird a von t unabhangig vorausgesetzt. 

Wir wollen von diesem Satze einen neuen Beweis geben, welcher zu 
gleicher Zeit erkennen lasst, dass fiir seinBestehen die Voraussetzung 
(b) in Nummmer (3.) iiberfliissig ist. 

Ist y irgend ein Integral der Gleichung (1.), so ist 



Ist y^y^ . . -, y n ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (l.), 
welches zugleich die Gleichung (2.) befriedigt , und 

( 4 y = c,yi + ^. + --- + c B y n , 

also 

fB) ^- - ^u +^L V +...+ *5-. +c ^ + c dy * +... + f dy " 
( } dt ~ dt y * + dt y *+ + dt Jn + Cl dt +c 2-^"+ +c ~dJT> 

so erhalten wir 

(6.) P(-|.) = P(Sz*4fk) = p(^A( yi ]) = P(A(y}}, 

Fuchs, mathem. Werko. III. 24 
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WO 



(7.) A(y) = A^y + 

gesetzt 1st. 

Wir erhalten demnach fiir ein willkiirliches Integral der Gleichting 
(1.) die Beziehung 

(8.) P(A(y}) + - + %-y- + - + ^y = 0. 



Seien nunmehr Y] I? 7] 2 , . .., TJ W die Elemente eines zum singularen Punkte a 
gehorigen Fundamentalsystems, r^r %J ...,r n die entsprechenden Wurzeln der 
zu a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, so ist 

Bezeichnen wir mit C 1? C,,...,C n ein Fundamentalsystem von Integralen 
der zu (1.) adjungirten Differentialgleichung und zwar so, (lass 



wo D(u lJ u^ ...,^ r ) die Hanptdeterminante der Functioncn w x , w a) ..., w f . nacli 
der Variablen a; bedeuten soil, alsdann gehoren C 1? C a , . . ., C w xu den Expo- 
nenten r 1 + % 1, r a + w 1, . . ., r B + w 1*). 

Ist p irgend eine Function von #, so ist bekanntliclt das allgemcine 
Integral der Gleichung 

(11.) P( 

1119] in der Form 



enthalten, wo y. von ^ unabhangige Grossen sind**). 
Setzen wir demnach 



V YI r~^ r^-^r r7r 

2*1*11 I fij~ r lle ^l aX 



*) Vergl. meine Arbeit, CKELLES Journal, Bd. 76, S. 180 *). 

**) Sielie meine Arbeit, Annali di Mateinatica, Ser. II,' Bd. 4, p. 37, Mai 1870'% und 
CRELLES Journal, Bd. 77, S. 256. 



1) Abh. XTI, S. 419, Band I dieser Ansgabe. B. E. 

2) Abh. X, S. 296, Band I dieser Ansgabe. B. P. 
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so ergiebt die Gleichung (9.) 

(14.) " 



wo c kta von x unabhangig. 

Multipliciren wir die Gleichungen (14.) bez. mit C 1? C 2 , . .., C tt und addiren 
dieselben, so ergiebt sich aus den Beziehungen 



= 0, fur *<-!, 



(15.) 



(16.) A n ^ = - 

Ehe wir aus dieser Gleichung unsere Folgerungen ziehen, schieben wir 
hier die folgende Bemerkung ein. 
Subsfituiren wir in (1.) und (2.) 

(17.) y = (x-a)*u, 

wo a einen der singularen Punkte, Q eine beliebige von t unabhangige Grosse 
bedeutet, so erhalten wir 

worin _B , J5 1? ..., B n _ z im allgemeinen von A Q , A^ ..., A n _ 9 verschiedene ratio- 
nale Functionen von x sind. 

Die Gruppe der durch die Substitution (17.) aus (1.) erhaltenen Diffe- 
rentialgleichung ist also ebenfalls von t unabhangig, und die Coefficienten 
der hochsten Ableitungen nach x in den Gleichungen (2.) und (1.8.) sind 
iib er einstimmend. 

Bilden die Wurzeln der zu a gehorigen determinirenden Fundamental- [020 
gleichung fiir die Integrale y, eine Gruppe r 1? r a , ...,^, so bilden die ent- 
sprechenden Wurzeln der zu a gehorigen determinirenden Fundamental- 
gleichung fiir die Integrale u, ebenfalls eine Gruppe ^, ^ 2 , ... ? ^, und um- 
gekehrt. 



*) Siehe FROBENIUS, CRELLES Journal, Bd. 77, S. 248. 

24* 
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Die Differenzen entsprechender Wurzeln dieser Gruppen haben gleiche 

Werthe. 

Wir konnen demnach voraussetzen, dass die Wurzeln der sammtlichen 
determinirenden Fundamentalgleichungen fur unsere Gleichung (1.) keine 

ganzen Zahlen sind. 

"Weil die Integrale der Gleichung (1.) uberall bestimmt sein sollen, ist 



wo JR erne rationale Function von x ist, die fur as = a nicht mehr unend- 

* 
lich wird. 

Weil andererseits die Wurzeln sammtlicher determinirender Fiindamcntal- 
gleichungen von * unabhangig sein sollen*), so ist Al von t unubhangig. 
Daher ist for einen von t unabhangigen singularen I^nikt a 



a a > f ' <* 

Jl^i = ___- ..... - J ---- 4- .......... 4- ~. . 

6^ (a?-a) A " 1 a;-tt d/ ? 

und fur einen von t abhangigen singularen Punkt 

da n ^da o^., 

A^ ^a^CA-l)- - . 

/'ofirt > ^ _ - 4- ' I * -I" 

(^Ua.J - oi?r + (x-af r (;/;- )*"" 



Demnach gehort -^^""^Q inindestens cntwrdiT /inn Kx|innrntfn r A -^ 
oder ^ t ^ 2, je nachdem a von iniablianp^ <dcr nlihlin^i^ ist, und P Ay< 
mindestens zum Exponentcri ?- A H-1 ini <. v rstc i !i und /.n /v- 1 int /.\vrifi*n Italic**). 
Endlich gehort P W C A mindcstons /uin Hxpunt^iifrn // im Tsfrn und /urn Ex~ 
ponenten w2 im zweitcn .Fallc. 
1121] Es ist demnach, wenn a von // uimhlisin^ii; isf, di i r Austlrurk 



fur # = a gleich Null. Ist a von i ubhfuigig, SD vM-st:li\vindct fiir // . - *2 der- 
selbe Ausdruck noch imrner fiir x = a. 



*) Vergl. Sitzungsberidite, 25. Februar 1892, 8. Ifci 1 )- 
**) Vergl. CRELLES Journal, Bd. CG, S. 155 tt ). 



F' 

t 
* 



1) AT)h. IIX, S. 123 dieses Bandos. B. F. 

2) Abh. VI, 8. 197, Band I dieser Ausgabe. B. F. 
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Da A n ^ eine rationale Function von x sein soil, so konnen in (16.) von 
den Gliedern .c ta if] B C t nur solche verbleiben, welche zu einem ganzzahligen 
Exponenten gehoren, d. h. wo r a r k ganze Zahlen bedeuten. 

Da nun der Ausdruck ?j a C A zum Exponenten r a r k +n l gehort, so folgt 
demnach aus Gleichung (16.): A n ^ verschwindet stets fiir x = a, wenn a von 
t unabhangig und keine Differenz der eine Gruppe bildenden Wurzeln der 
zu a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung ihrem absoluten Werthe 
nach die Grosse % 2 iiberschreitet. Fiir n> 2 verschwindet unter denselben 
Umstanden A n ^ fiir x = a, auch wenn a von t abhangig ist. 

Hiermit ist der Eingangs dieser Nummer erwahnte Satz bewiesen. 

Wir erkennen zugleich, dass A n _ v fiir x = a auch dann verschwinden 
muss, wenn auch die Differenzen r rv absolut genommen den 

' & K O 

Werth n% iiberschreiten, sobald die Glieder c^T^C^ in Gleichung 
(16.), welche zu einem verschwindenden oder negativen Exponen- 
ten gehoren, in dieser Gleichung sich wegheben. 

Dieses tritt aber immer ein, wenn YJ Cj. mit log(x a] behaftet ist, weil 
A n ^ eine rationale Function von x sein soil. 

6. 
Wenn die Diiferentialgleichung 

(i.) P(y) = y^+^y 01 -" + +## = 

wieder die Eigenschaft hat, dass die Substitutionsgruppe derselben von einem 
in den Coefficienten p k anftretenden Parameter t unabhangig ist, d. h. wenn 
ein Fundamentalsystem von Integralen derselben zugleich die Gleichung 

(5 1 ?/ 

(") : ~~^~~ ^4. ^/ -\~ jQ. If -{- -!- j^ *?/ 

befriedigt, wo A^ A^ ... J A n _ l rationale Functionen von x sind, so geimgen*) 
A^A^..^A n ^ einem Systeme linearer Differ entialgleichungeii, deren [1122 
Herleitung a. a. O. angedeutet worden ist. Wir wollen hier eine independente 
Darstellung dieser Difierentialgleichungen entwickeln. 

*) Siehe Sitzungsberichte, 25. Februar 1892, S, 162 l ). 



i) Abh. LIX, S. 123 dieses Bandes. R. F. 
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Wir bilden zu dem Ende P(uv), wo u,v beliebige Functionen von x 
bedeuten, und erhalten 

(3.) P(uv) 2;ttt (ft ~ Z) [%>^+ (w l)*-!^ + ( A) p A t;], 

i 

wenn wir mit den oberen Accenten die Ableitungen nach x und mit k den 
ft ten Binomialcoefficienten von k bezeichnen. 

Setzen wir in (3.) v = y (lc \ u = A k , so ergiebt sich 

n 

(4.) 



1st y^y^^^y n e i n beliebiges Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung (1.), ^ l5 ^ 2? ... ? ^ das adjungirte Functionssystem : welches dutch 
die Gleichung 



(s. vorige Nummer, Gleichung (10.)) defoiirt ist, so sincl die Ausdriickc 

(6-) * = tf'P + 1/?& + - + V? 1 

ganze rationale Functionen der Grosscn P^p.^-^p n und ihrer 
Ableitungen. 

Insbesondere ist 6^ = 0, wenn -h^<w--l, und ,v^ ^ (- 1 )^ weim 



Substituiren wir nunmehr in (4.) successive //,, y/ 2 -. ., y/ n fur ;// 7 multi- 
pliciren die erhaltenen Gleichungen bez. mit y/, 4, . . ., ^; und uddinsn die- 
selben, so folgt 



(7.) 

1 

+ ( - 2)i- ft s +i _ t .,, + - + (n - A),, ;>, .v,,, 
Aus (1.) folgt 



*) Vergl. FROBENIUS, CKELLES Journal, Bd, 77, S. 248-249. 
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Nach voriger Nummer Gleichung (8.) ist also: 

) + &. y + *L ir- + + %- if - o. 

Setzen wir in Gleichung (9.) fur y successive y^ 2/ 2 , .. ., y nJ multi- [1125 
pliciren die entstehenden Gleichungen bez. mit #?, a, ', ^ un< i addiren 
die Resultate, so erhalten wir 



Fiir (* = 0, l,2,...,n 1 repraseijtirt die Gleichung (10.) die indepen- 
dente Gestalt des Systems von linearen Differentialgleichungen, welchen 
A^ A t , ..., A n _ 1 als Functionen von x geniigen mussen. 

7. 

Um in eine Discussion dieser Differentialgleichungen einzutreten, be- 
ginnen wir mit dem Falle n = 2. Wir konnen ohne die Allgemeinheit zu 
beeintrachtigen, wie a. a. O.*) hervorgehoben worden ist, den Coefficienten 
der ersten Ableitung p l gleich Null voraussetzen, und haben daher, wenn jp 2 
mit p bezeichnet wird, die Differentialgleichung 



zu betrachten. 

Das System von Differentialgleichungen far A^ A l lautet in unserem 
Falle**) 



^ 

wo p' = -g gesetzt ist. 

Es sei a einer der singularen Punkte von (l.), so ist in unserem Falle 
C == ^] 2 , C 2 = v) x , und es liefert die Gleichung (16.) (No. 5) 



*) Sitzungsberichte, 25. Februar 1892, S. 163 l ). 
**) Ebenda S. 163 2 ). 



1) Abh. LIX, S. 124 dieses Bandes. B. F. 

2) Ebenda S. 125. B. F. 
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_ _ /* f^Vl 

(4.) A, = -rilJ^rZdx-JilJ^rtdx+aWiJ^ 

Diiferentiiren wir die Gleichung (2.) nach a? und subtrahiren von dem 
Eesultate die mit 2 multiplicirte Gleichung (3.), so folgt 



Wir schliessen hieran die folgende Bemerkung: 
Der Gleichung 



dass ^ fur # = #,> # a) > fl^i versctlnvindii un<I fiir ,/ /. nicht unondlich 
werde. Letzteres tritt ullemal oin ? wrnn dlr Wur/.cln drr /.si dicsrn singti- 
laren Punkten gehorigeii dettTminin.MitkMi I^inHlruii^ntjil^lfirJiungt 1 !! nirht uni 
ganze Zahlen differiren. Aber aucli, wcnn fur riiu^n <lirs<T Punktc* a die 
Wurzeln r 1? r a sich urn. gauxcj Zahlrn init^rsrhridrn, abt-r das /ugchorige 
Fundamentalsystem nicht von log (./ //) fn*i 1st, muss A fiir ./ a ver- 
schwinden, wenn ^ von f nnabluingig ist. Drnn ist 

(7.) r.-r,-//, 

wo ^ eine positive ganze Zahl, so folgt aus dit'Krr (ilt?ii'hung und ;ms <Ur fiir 
jeden endlichen singuiaren Punkt der Gleichung (I.) b'strht?nd<.>n JJexiehung 



(8.) 

(9>) 
v y 



f f 



geniigt das Fundamentalsystem {TJ*, J-Y, ^V ^i^ i R t sich soibst adjungirt f- 

und zwar so, dass gemass den (jrlciclnmgon (10.) (No. r>) -J r^, TJ,^, J TJ* und / 
bez. jTjj, "fjj'yjg, TV], einander KUgoordnct sind. 

Wir warden also aus der Gleichung (5.), narli dc*ni in (ilmchung (12.) J 

(No. 5) enthaltenen Satee, den Ausdnick (4.) fur A l uninittclbar erhalten [ 

konnen. I 

Wir behandeln nunmehr den folgenden Fall: I 

Von den singularen Punkteii <i^ a,^ . .., (t ti dtr (ilriclnmg (1.) seien [ 

a l? a z? ...,a von i unabhiingig, clugc^cn <t n ---t. l'Vnur sri v^niusgosetxt, 
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1st nun 



wo ^v^Pa nac h positiven ganzen Potenzen von xa fortschreitende Keihen 
sind, die fur x a nicht verschwinden, und y von Null verschieden, so 
miissen-in Gleichung (4.) die Glieder mit TJ,^ und mit rfc sich wegheben, da 
sie mit log (x a) behaftet sind. Das Glied mit r^ aber verschwindet fiir 
% = a. 

Aus Gleichung (4.) ergiebt sich, dass A 1 fur einen nicht singularen [1125 
Punkt der Differentialgleichung (1.) nicht unendlich wird. Es ist daher A t 
eine ganze rationale Function, welche fiir x = a l9 a^ . . ., a _ t ver- 
schwindet. 

Ist T]^ 7j 2 das zu x = oo gehorige Fundamentalsystem und ist 



wo ^ und ^5 2 nach ganzen positiven Potenzen von - r fortschreitende Eeihen 
bedeuten, welche fiir x = 06 nicht verschwinden, so ist 

(12.) s l + s, = 1. 

In Gleichung (4.) werden die mit Integralen behafteten Bestandtheile fiir 
x = oo nicht unendlich, und die iibrigen Glieder heben sich nur danri nicht 
heraus, wenn 2^, 2^ 2 ganze Zahlen sind. Eindet dieses nicht statt, so ist A 
fiir x = oo iiberhaupt nicht unendlich. Sind aber 2^ und 2^ 2 ganze Zahlen, 
so muss 



2s, = 



2 Sl = l-g 

sein, wo g eine positive ganze ZahL 

Ist y in Gleichung (11.) nicht Null, so heben sich die Glieder mit \\ 
und mit 7] 2 2 heraus, und das Glied mit TJ* wird fiir x = a nicht unendlich. 

Nur wenn y = 0, kann in Gleichung (4.) ein Glied vorkommen, welches 
fiir x = oo von der (#-M) t611 Ordnung unendlich wird. In diesem Falle ist A l 

Fnchs, mathem. Werke. III. 25 






eine ganze rationale Function vom 0-M. Da sie fur a; 

verschwinden muss, so ist 



t-t 



oder 



S. 

Sei z. B. ^ = 1, so ist g < 3. 

Wir wollen untersuchen, ob die (5.) voriger Nummer durch 

eine ganze rationale Function 

(1.) A l = (-!,)(*--,) 

wo m von n? unabhangig ? befriedigt wertleii kana. 
1126] In diesem Falle ist 

* . /* 



Substituiren wir den Worth von A l aus (ilridnin;: (I.) in di< 



und erwagen, dass t ,a a ,' von I uuulihiiii^ii: 'in HK'I <-u, d;t nach Voraus- 
setzung die Wurxeln der dotomiinirrjuifn Ftnithuni nt.th'li'irhunp'it von t un- 
abhangig sind, so orgcbcn sicli die folp-nd'u !Jri!i!iu'uiiu" > i;lf 



(4.) 



/i'iw(^- a,) (/-,) i i| 
Ml2'+jJ'(2/-rt t -,j| 



Da nicht gleichzeitig ' und /I' verHchwindt-n, so rrjjifbt sich au den 
funf erstea Gleichungen : 
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1 

m . . . 
77^~ . 

<P(0 



195 



(5.) 



, 



9(0 
| 2 * = A 



_ 

~ 



Durch Integration der drei letzten dieser Gleichungen erhalten wir: 



(6.) 



2 'f 



\ H <p(tf) cp(tf)' 

wo VtfVtf y' von t unabhangige Grossen bedeuten. 

Aus den Gleichungen (6.) und der letzten der Gleichungen (4.) folgt: [1127 



(7.) 



(a, - a 2 )r 2 = -a' + tti + a,, 



Wir konnen a^ = 0, a,, = 1 voraussetzen, dann wird 



Es sind demnach 



(8.) 



i r i 

\ 



(' a 1 a 2 )# -f 2 2 



die nothwendigen und Mnreichendeii Bedingungen dafiir, dass die Substitutions- 
gruppe der Differentialgleichung 



( 9 \ - * , . i 

^ ' ; da?" ~ f 

von t unabhangig ist. 



i 
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ANMEKKUNGEN. 



1) Die Anderungen gegen das Original sind ausgefuhrt entsprechend den von meinem Vater alg Anhang 
zu der Arbeit in den Sitzungsberichten 1894, S. 1127 angegebenen ^Errata in der Mitthoilung vom 
16. Nov. 1893 der Sitzungsberichte. Im Anschluss an die letzte der dort gemaehten Angaben ist darm 
noch gesetzt: 

S. 184, Zeile 14 2 (*-!)** statt 2^ter, 

184, Gleichung (18.) 2n + m-l statt 2w + w+l, 

Zeile 3 v. u. 2n 1 statt 2n4-l, 

Gleichung (18b.) ^~- statt J^-- 

Ferner wurde hinzugefugt: 

S. 172, Zeile 3 v. u. und S. 173, Zeile 6 und Integrate hoherer Exponcnten. 

2) Zu der am Schlusse der No. 4, S. 184 gegebenen Andeutung asur Aufstellung cinnr I'ligl^ic'liun^ fur di 
AnzaH der wesentlichen und ausserwesentlichen singuliiren Stellcn sci bcincrkt, dass die H^trarhtunK 
von -4^^.! allein zu einer genauen Formulierung derselben nicht fiihrcn kann. Will man aiif dMii hiT 
angegebenen Wege zu dieser Ungleichung, wie sie von anderen Gcsichtsjuinktcn aus (H.II-:MANN, Wcrrk<% 
II. Auflage, S. 389, 390; POINCABE, Acta Mathematica, Bd. IV, S. 217 2IU; L. S<nir,r.siMii-;n, (*iu;u,!H 
Journal, Bd. 123, S. 168 und Handbuch der Tlieorie der lincarcn Diiforantialgldt'hun^n II,, S. ;;^:i| 
aufgestellt worden ist, gelangen, so muss man noch -4 , ^ t , ..., ui n ^ 2 hcranx.ih(Mi. Im AllOTm-ini'ii 
verschwindet A n ^ fiir eine von t verschiedene wesentlich singuliire Stclle von der Ordnun^ n i, fur 
x = t aber von der Ordnung n i 1. Nimmt man nun, was durch cinti cinfaclm Traiisfonnatiun ntv.t.s 
zu erreichen ist, an, dass x = CXD eine wesentlicli singuliire Stellc ist, so kann A n ^ l i'iir ./: > hue li- 
stens von (wl) tor Ordnung unendlich werden. Bedeutet also m n ^ die Anxahl der cinfacluin 
keitsstellen von A n ^ } so ist 



also 

n-<>(-)fe- 1 )- 1 - 

Es werden also im Allgemeinen fiir alle A^ zusammen mindestens 

= "2' { (n-t) (9- 1) - 1 } = (e- 1) ^&p - (n- 1) 

is- 1 1 J -*5 

Unendlichkeitsstellen , d, h. ausserwesentliche singulare Stellen erforderlich sein. Die genaue Form der 
Ungleichung ist also 
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3) Zu dem in No. 7 und 8 behandelten Falle sei Folgendes bemerkt. Ist | ein Integral der Gleichung 

so ist 



wenn f und 9 willkiirliche Functionen Hires Arguments sind und 

3 /5 2 



./|\ 4 \ to* / 2 dx* doc 

~~ /MY 

(dx) 



die ScHWAHZsche Derivirte von g nach a; bedeutet. 
Wenn nun 



so ist 

Wird dann 



<p (as) 
gesetzt, so ist 






wo ^I> erne willkiirliche Function ihres Arguments ist, das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
fiir |. In dem Falle der No. 8 ist 



(xa, )(// 2 ) T 1 

LZ.1 .?A Un( J y -. 



In der That gelit, wcnn 



gesetet wird, die Differentialgleiclumg fiir y (Gl. (0.), No. 8) iiber in 



4) Bemerkenswerth ist S. 180, Zeile 5 und 8 die Bezeichnung wirklich singularer Punkt fur eine singulfrre 
Stelle, die sonst von meinem Vater immer, wie z. B. auck in Satz (A.) der No. 1 wesentlich singularer 
Punkt genannt wird. B. F. 



Lxm. 

REMARQUES SUB UNE NOTE DE M. PAUL VERNIER. 
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. 114, 1895, p. 231232.) 



Dans le Bulletin de la Soci^te Math<matique de France t. XXII, [231 
n 8, p. 133, M. PAUL VERNIER vient de publier une note intitule: sur les 
formes binaires dont les variables sont des int^grales fondamentales d'une 
Equation diiferentielle lin^aire du second ordre. 

M. VERNIER vent indiquer une demonstration du th^oreme suivant: 

(a) Si une forme binaire dont les deux variables sont deux int^grales 
fondamentales de U equation -^ ^ = Py est egale a une racine d'une fonction 
rationnelle do #, elle renferme, a une m6me puissance, tous les facteurs lin^aires 
qui forment un systomo reduit de racines pour I 7 equation irreductible v6rifiee 
par Tun de ses facteurs lineaires. 

Dans mon mcmoire t. 81 de ce Journal p. 114 115 1 ) on peut lire les 
deux thcoromes suivants: 

II. Inversement, F(y^y^ etant la racine d'une fonction rationnelle et 
7j = A^y^A^y^ Tun des facteurs de la forme, et TJ, T^, v) 2 , ..., Yj n _ 1 formant 
un systeme reduit de racines de T equation irr6ductible verifiee par 7], alors 
7j t . a la forme TJ. = A^y^A^y^ et la forme F(y^y^) renferme aussi les fac- 
teurs ^,7],,...,^^. 

VI. Si- une forme f(y^y^ est la racine d'une fonction rationnelle, elle 
renferme tous les facteurs qui forment ensemble le systeme reduit d'une 
equation irreductible, a une meme puissance. 



J) Mem. XX, p. 2981, t. U de oette edition. B. F. 
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L'on voit done que le theoreme (a) n'est qu'une composition des tho~ 
remes I et VI. 

Mais cette composition etant presque litterale et renfermant, en par- 
ticulier, la terminologie que j'ai introduite dans mon memoire cit6, je ne 
peux pas supposer que M. VERNIER ait eu Hntention de faire croire que le 
232] theoreme (a) etait un theoreme nouveau, je suppose plutot que M. VER- 
NIER a oublie d'indiquer 1'origine de ce theoreme. 

Mais aussi dans la demonstration du theoreme (a) contenue p. 135 du 
Bulletin, M. VERNIER a simplement reproduit la demonstration des thdoremes 
I. et VL que j'ai donn<e p. 114 11 5 1 ) de mon m&noire cit 

J'ajoute les remarques suivantes: 

M. VERNIER d^veloppe p. 133 134 du Bulletin un lemme, dont il tire 
la consequence que f etant racine d'une fonction rationnelle, H(f)j le hessien 
de la forme /*, est aussi racine d'une fonction rationnelle. Mais pour tirer 
cette consequence, il ne faut pas partir d'une expression explieite du hessien, 
car le hessien <$tant un covariant de f, ce theoreme n'est qu'un cas special 
du theoreme p. 106, th. Ill 2 ) de mon memoire cite dont voici la tcneur: 

Soit y^ y 2 un systeme fondamental d'integrales de 1' equation (B.) 



tous les covariants d'une forme qui est egale a la racine d'une fonction ration- 
nelle, sont aussi des racines de fonctions rationnelles. 

Mais enfin on ne saurait du tout comprendrc, pourquoi M. V.KUNIKR fait 
intervenir ledit lemme. II aurait pu omettre tout le conteim des ]>a^cs I'i3 
et 134 du Bulletin qui suit les mots: j'indiquerai ici uno demonstration tivs 
simple de ce theoremecc, comme il n'en fait aucun usage dans la demonstration 
du theoreme (a) p. 135 du Bulletin, qu'il a empruntec completcnumt aux 
pages 114 11 5 *) de mon memoire cite. 

Mais je voudrais bien savoir, quel est le but de la note de M. VERMKR, 
puisqu'il emprunte a mon memoire un theoreme, de mime que sa demon- 
stration, sans indiquer la source dans laquelle il les a pulses? 

Berlin, novembre 1894. 



1) Mem. XX, p. 29-31, t. II do cotto edition. R. F. 

2) Ibid. p. 21. B. F. 



LXIV. 

DIE ABHANGIGKEIT DER LOSUNGEN EINER LINEAREN 
DIFFERENTIALGLEICHUNG VON DEN IN DEN COEFFICIENTEN 

AUFTRETENDEN PARAMETERS 

(Sitzungsberichte der KonigL preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1895, XXXVIII, S. 905920; vorgelegt am 25. Juli; ausgegeben am 1. August 1895.) 



Die folgende Notiz bezieht sich auf die Frage der Abhangigkeit der [905 
Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung von einem in den 
Coefficienten derselben auftretenden Parameter, welche ich bereits in einer 
Reihe friiherer Aufsatze in den Siteungsberichten ins Auge gefasst habe. 
Wenn die Coefficienten der zur Differentialgleicbting gehorigen Substitutions- 
gruppe vom Parameter nnabhangig sind, so geniigen die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung, aufgefasst als Functionen des Parameters, ebenfalls einer 
linearen homogenen Differentialgleichung hochstens derselben Ordnung, wie 
die vorgelegte*). Es bietet sich naturgemass die Aufgabe dar, festzustellen, 
was urngekehrt fur eine vorgelegte Differentialgleichung, deren Coefficienten 
rationale Functionen der unabhangigen Variablen und des Parameters sind, 
gefolgert werden kann, wenn es feststeht, dass ein Fundamentalsystem von 
Integralen derselben, aufgefasst als Functionen des Parameters, ebenfalls einer 
linearen homogenen Differentialgleichung Geniige leistet, deren Coefficienten 
rationale Functionen des Parameters und der unabhangigen Variablen der 
vorgelegten Differentialgleichung sind. 



*) Siehe Sitzungsberichte vom 25. Februar 1892, S. 165 1 ). 



i) Abb. LIX, S. I2C dieses Bandos. B. F. 
Fuchs, mathem. Werke. in. 26 
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So geniigt das hyperelliptische oder elliptische Integral z als Function 
der Variablen x einer linearen homogenen DifFerentialgleichung zweiter Ord- 
nung, deren Coefficienten rationale Functionen der Variablen x und eines der 
Verzweigungswerthe u. Dasselbe Integral a, aufgefasst als Function des Ver- 
zweigungswerthes u, geniigt einer linearen homogenen DifFerentialgleichung 
der Form 



906] wo q^ q rationale Functionen von x und #, /J , /J l7 ..., /J n-1 rationale Func- 
tionen von u allein sind und n den Grad des Radicanden der m (irimdc 
liegenden Quadratwurzel bedeutet. Die Folge aus diesem Umstandc ist 
aber, dass die Periodicitatsmoduln TJ des hyperelliptischen oder elliptischen 
Integrals der Differentialgleichung 

CW = 

Geniige leisten. Diese Periodicitatsmoduln sind aber cbcn nicht 
anderes als Coefficienten der zur genannten Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zugehorigen Substitutionsgrup]>c*). 

Wir beschianken uns an dieser Stelle der Kurze halber darauf, die Aus- 
fiihrung der oben bezeichneten Aufgabe an dern Falle vorzunchrncn, class die* 
vorgelegte DifFerentialgleichung der zweiten Ordnung ist, und class von der 
Voraussetzung ausgegangen wird, dass die Differentialglcichung, welcher die 
Integrale derselben als Functionen des Parameters aufgefasst genugen, dritter 
Ordnung wird. 

1. 
Es sei vorgelegt die DifFerentialgleichung 



deren Coefficienten rational von x und y abhangen, und es werde voraus- 

*) S. meine Arbeit in CKELLES Journal, Bd. 71, S. 91 ff. 1 ). 



i) Abh. YIH, S. 241 ff., Band I dieser Ansgate. E. F. 
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gesetzt, dass ein Fundamentalsystem von Integralen derselben, als Functionen 
von ?/, einer Differ entialgleichung 

da 



deren Coefficienten ebenfalls rationale Functionen von x und y sind, geniige. 
Sei 



wo G(x,y) und H(x,y) ganze rationale Functionen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind, und zwar 

(4.) S( x ,y) = E i (x J y^ir 2 (x y yf 2 ...H s (x J ^ J 

wo a i> a 2?-"5 a * P os itive ganze ZaMen, H^x^y) irreductible ganze rationale 
Functionen und H^x^y) von H^x^y) verschieden, wenn k und / ver- [907 
schieden sind. Alsdann kann man bekanntlich g in die Form bringen: 



y)...H a (x 9 y)l 

, y) dx H(x, y) \> 

i 

wo F k (x, y) und V(x, y) ganze rationale Functionen von x, deren Coefficienten 
rational von y abhangen*). 

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung 

(6.) H JC (x,y) = Q 

in Bezug auf x als Unbekannte mit a^ a^ ..., so ist 



. . 

H t (x,y) x-a kl x-a k2 

Wir machen nunmehr die vereinfachende Voraussetzung, dass 
y unabhangig sind. Diese Voraussetzung ist beispielsweise erfiillt, wenn die 
Integrale der Gleichung (1.) sich liber all bestimmt verhalten und die Wurzeln 
der determinirenden Fundamentalgleichung von y unabhangig sind. Wenn 
a w a te < )'-- vorL y abhangen, so ist, mit Riicksicht darauf, dass nacL. dem 
PuisEuxschen Satze durch Umlaufe von y jedes a u in jede andere Wurzel der 
Gleichung (6.) iibergefiihrt werden kann, und andererseits darauf, dass solche 



*) Yergl. HEKMITE, Cours d' Analyse, premiere partie, ann<*e 1873, p. 268. 

26* 
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Umlaufe die rechte Seite der Gleichung (7.) nicht andern, 
(8.) c to = Oj, = " = * 

Es 1st daher 



.. 



[<fa tl da * 

_. ra + (^b 



6 s \V(x, 

"i " % 

und demnach 



( 10 -) ^7 



r ^i da >. I 

d ^ j_ d v a. 

l [- F ^ r+ ^ r ^-+...j 



r F (^. 



eine rationale Function von x und ?/. Zu den Summen liefern nur diejenigen 
Factoren H k (x,y) einen Beitrag, fvir welche a tl , a fa , ... von y abhiingen. 
908] Substitniren wir nunmehx in die Gleichungen (l.) und (2.) 



(11.) * = e 

indem wir bei der Bildung von Jgdx aus Gleichung (5.) kein von x unab- 
hangiges Glied hinzufiigen, so verwandeln sicb. (1.) und (2.) in 



(la.) 



-- 
dy 



Der Coefficient ^ nnd nach. Gleichung (10.) auch die Coefficientcn 
P l , -P 2 ,P S sind rationale Functionen von x und y, und es gcnilgt elu 
Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (la.) der Gleichung (2a.) T 
wenn ein solches der Gleichung (l.) die Gleichung (2.) befriedigt, und um- 
gekehrt. 

Wir dxirfen also von vornherein in Gleichung (l.) den Coefficienten g 
gleich Null annehmen und von den Gleichungen 

(A.) + *' = 0, 
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(B.) 
ausgehen, in welchen 7i, 



-- * 

Bezeichnen wir der Kiirze halber ^ ; mit (Jc, ?), so ergiebt die zwei- 
malige Differentiation der Gleichung (B.) nach x 

(1.) (I f 



rationale Functionen von x und y sind. 
2. 



(2.) 



Die dreimalige Differentiation der Gleichung (A.) nach y liefert 

(3.) (2, 1) 4- 7*(0, 1) 4- -^-(0, 0) == 7 

(4.) (2,2)- 



(5.) 



= 0. 



Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 
(C.) 4(1, 2) + JB(0, 2) + 0(1, 1) + D(l, 0) + JS(0, 1) + 2^(0, 0) = 0, 



- a>j> ' 3 
dx* dy 



(6.) 



C = 2--P-; D = 2- 
ra 7 



3A 



[909 



6 2 p, an a 2 /!. a/i 

7T 7 L _ 3 -v) . ->) . 

v ~~ a^ a a/ Pl a y 2 ** a y 

Differentiiren wir die Gleichung (C.) nach x, so folgt durch Anwendung 
der Gleichungen (1.) bis (5.) 

(D.) A(l. 2 ) + 3.(0 2 ) + ^(1, 1) + A(l, 0) + JS,(0, 1) + 2^(0, 0) = 0, 
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(7-) 



* -+*, 



F ' _ A~ 

* uj/ 

Aus (C.) und (D.) ergiebt sich: 



, 2) 



(E.) 



V v 77 AT? J 77. F ,47? AT? 

JC/2 = .A jC/ 1 jfL l Juj ? jf 2 = JLJ: ^ -rlj JL T . 

Die Gleichung 

(9.) ^ 2 = 

lasst sich in die Gestalt bringen: 



dx 



2 (0, 0) = 0, 



.B 



log M 



910] oder 
(9a.) 

Setzen wir 
(10.) 

-CL \JJ(j 

so geht diese Gleichung iiber in 

(. . -v Q U ., 

11.) - -f + hu = 0. 

Die Gleichung (9.) erfordert also, dass die Gleichung (A.) dutch ein 
Integral der Form 



(12.) = e - 

befriedigt werde, wo -j- eine rationale Function von x. 
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Tritt dieser Fall, den wir spater einer besonderen Unter- 
suchung unterwerfen werden, nicht ein, so sind also nicht sammt- 
liche Coefficienten der Gleichung (E.) Null, namentlich ist B^ 
von Null verschieden. 

3. 

Sei # 1? # 2 ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A.), 
welche zugleich Gleichung (B.) befriedigen, und seien a# 1 +/J# > , y^+fl^ zwei 
Zweige von ^ oder #, in welche diese Fanctionen nach einem Umlaufe der 
Variablen x iibergehen, so folgt aus (E.) 

!<(2) "D i /3(2) T> i */ CX i (t f O A 
CC JLv "T" fj JL\J ~T~ CC O \~ ft fj zzzz \j 
1 (2) / 2 

wenn wir 



= 25,- 



(7 



^L 

dx 
<?/} 



= n . s . w . 

dy K 



setzen. 

Wir setzen zunachst voraus, dass B 2 yon Null verschieden ist. 

Es konnen nun zwei Falle eintreten: [911 

I. Es giebt unter den Zweigen der Functionen ^ und ^ 2 , welche durch 
die verschiedenen Umlaufe der Variablen x erzeugt werden, wenigstens zwei 
solche, fiir welche 

(2.) s = cc'd'-fi'y' 

von Null verschieden ist, oder 

II. Es ist fiir alle Zweige e = 0. 

Im Falle I folgt aus den Gleichungen (F.) 



(8.) 



WO 



(4.) 
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Setzen wir 
(,, *-++' 



so folgt aus den Gleichungen (3.), dass Dfa) und P(^) Integrale der 
Gleichung (A.) sind. 

Im Falle II folgt aus (F.) 

s.^ + e.JJ, = 0, 

( ' } 8,^ + ^ = 0, 

-d. h., da 0J, 2 4 ein Fundamentalsystem von Intcgralcn dcr Glcichung (A.) sind, 
(7.) 8l = 0, e, = 0, s, = 0, 2< = 0. 

Aus den Gleichungen (7.) folgt 

x'-c*; *-*,* 

V ; (c-^c^jS'- 0, (^rJa'/P .-= 0, 

wo c und c 4 von x und y unabhangige Grossun bcMlriitetn, Din bc*idr!i lotxten 
Gleichungen eifordern, dass cntwcdcr a .~- o cxlc^r /i' o odrr o imd 
j3 (2) = 0, oder endlich c l = c. Viu ' = niiisstt narh dr iTstrn ( tlplf 
auch /==0 sein, und demgcmass nsich den (ilrirhuu^Mi ( K.) iii I^un 
'D(^ 2 ) der Gleichung (A.) Genugc Icistcn. 1'Tir ft' o fnlt:t nu^ d< r /.\vcit(*n 
Gleichung (8.), dass auch 3 f = 0, und datm aus dm ( llt'irliun'.n-u (I'*.), dsiss 
die Function D(^) die Glcicliuiig (A.) lHiricdiii-|. Pur dir ( 'oinhiiiation 
a (2) = Q 5 /3 C2) = o folgt aus den beiden (rstcn (il'ir!iuu^i'ii iv), ia*is aurh 
y (2) = 0, 5 C2) = 0, dass also a', ($', y\ 8' von // unahhait^ip 1 \\'**rf In 1 //. //, r, // 
912] annehmen. Es ergiebt slch aisdann uiis (.), class fiir das irriii 
liche Integral der Gleichungen (A.) und (H.) 

(9.) w = as, + /^- 9 

die Function D(w) die Gleichung (A.) befriedi^f, 

Fiir den Fall ^ = c ergeben die Gleidumgen (S.) 



wo auch F und 1^ von y unabhangig sind. 

Wenn a^ + 0*,; ye l + 8g t demselben Umlaufe der Variablen . eutspreflu'iidc 
Zweige bezw. von * t , ^ a bedeuten, so folgt mit Rticksicht durauf, dass in Glci- 
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chung (A.) nicht auftritt und demgemass ^ 2 "g^ ^^f- von # unabhangig 
wird, 

(11.) a$-py = 1. 

Substituiren wir in diese Gleichung die Werthe y und /3 aus den Gleichungen 
(10.), so ergiebt sich 

aT^^= 1, 
also 

r>'-ry = o. 

Sei also 

(12.) u = ix + r> 2 , 

so folgt aus (F.) ? dass D(u) der Gleichung (A.) Geniige leistet. Es konnen 

nicht beide Grossen F und F 2 verschwinden, weil sonst # 1? ^ 2 nach dem Um- 

laufe von x aufhoren wtirden ein Fundamentalsystem zu bilden. 

Fassen wir das Vorliergeliende zusammen, so ergiebt sich: 

I. Wenn JB 2 von Null verschieden 1st, so existirt stets ein den 

Gleichungen (A.) und (B.) gemeinschaftliches Integral u, ftir 

welches die Function D(w) ebenfalls die Gleichung (A.) befriedigt. 

Sei u l ein anderes gemeinschaftliches Integral der Gleichungen (A.) und 

(B.), welches mit u ein Fundamentalsystem fur die Gleichung (A.) bildet, 

und moge nach einem Umlauf der Variableii x die Function u iibergehen in 

u = lu -f ^u iy 
so geht D(u) iiber in 

(13.) D(u) = JD(S) = 



Es muss aber auch D(u) ein Integral der Gleichung (A.) sein, folglich [913 
ist auch 

(14.) pD( Ml ) - 5()-2^ M -2^ 1 

ein Integral derselben Gleichung. Wenn demnach nicht fur alle Umlaufe 
der Variablen x die Grosse ^ verschwindet , so ist auch D(u^) ein Integral 
der Gleichung (A.). Dieses fiihrt zu dem. folgenden Satze: 

II. Wenn jB 2 von Null verschieden ist und die Gleichungen 
(A.) und (B.) nicht ein gemeinschaftliches Integral besitzen, 

Pnchs, mathera. Werke. HI. 27 
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desseu logarithmiBche Ableitnng nach ., cine rulioaulc Function 
yon 1st, so giebt es stets ein Fundamentalizm von Intcgralen 
, , der Gleichung (A.), welches ebenfall* die (Heu-hung (B.) bc- 
fiie'digt und so beschaffen ist, dass Dfc), !>(--,) tier ( Jloichung (A.) 

Geniige leisten. 



4. 



Setzen wir zur Abkurzung 



so ist 



(2.) P(JD(*)) = 2(2, 1) + 0(3, 0) + [2 ^ I ft|.2. 



(i, OH s/i. M. ! tjl 

1st g ein Integral der Glcichnn}? (A.), *<> Mut :m <: ; ' r <. ! i.-l>uitu' uiul 
aus Gleichung (3.) No. 2 



u (A.) 



(3.) 

Bilden ^, ^ ein Fundamcntalsystcn vuit Iuti-i:r.ji n i r 
von der im Satze IL voriger Numincu- anp^dM-uru IM 

(4.) P(J5(^,)) = ^; ''</>-^ 

914! Da z -^--z - von Null versclueiU'ii ist, so 

J 1 OiC 2 OC 



(5.) 
(60 



a , clh 

4- 2 r.-r ft, 

! 



s - 
ox 



sein, Aus diesen beiden Gleiclmngen folgt 



, L0 i . 

+ 4A- -f 2 a v - + 4 --= 0. 
da? dx dx dy 
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Es mtisste demnach die Differentialgleichung : 

(8.) ^ + 47^1 + 2-^ + 4-^ = 

v ' dx* dx dx dy 

durch die rationale Function a von x und y befriedigt werden. 
Der Gleichung 

/^ \ d 8 w A 7 dw ^ dh 

(9.) _ r +4j.-_ + 2 w = 

v J da? dx dx 

geniigt das Fundamentalsystem von Integralen i#J, 0^, y#*. Sie ist siclx 
selbst adjungirt, uud zwar sind {-#*, ^^ 2 , \$\ und bezw. -#*, B&I i^ 
ander zugeordnet*). 

Es miisste also der Ausdruck 



(10.) e\ I -r<ef!d# + 2# # / -rStSidx el I 

v J dy J dy J 



eine rationale Function von aj werden, wenn die Gleichung (8.) durcli eine 
rationale Function von x befriedigt werden soil. 

Ist aber der Ausdruck (10.) eine rationale Function von x : so sind die 
Coefficienten der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehorigen Gruppe 
von y unabhangig**). 

Wenn wir dieses Resultat mit den Eesultaten der vorhergehenden JSTum- 
mern zusammenhalten, so gelangen wir zu dem folgenden Theorem: 

Soil ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(A.) der Gleichung (B.) geniigen, so muss die Gleichung (A.) ent- 
weder ein Integral zulassen, dessen logarithmische Ableitung 
nach x eine rationale Function von x ist, oder sie gehort zur 
Kategorie derjenigen Differentialgleichungen, deren Gruppe von 
y unabhangige Substitutionen besitzt. 

In dem Falle, dass die Gruppe von Substitutionen der Gleichung [915 
(A.) von y unabhangig ist, geniigt 2 als Function von y einer Differential- 
gleichung hochstens zweiter Ordnung, deren Coefficienten rationale Functionen 



*) Siehe Sitzungsberichte vom 1. November 1894, S. 1124 *). 
**) Siehe Sitzungsberichte a. a. 0. und Sitzungsbericlite vom 25. Februar 1892, S. 163 2 ). 



1} Abli. LXH, S. 192 dieses Bandos. B. F. 
2) Abh. LIX, S. 125 dieses Bandes. B. F.. 

27* 
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von x und y sind*); es miisste demnach die (II) in Falle 

reductibel sein. 

Es bleibt uns also noch ubrig, den Fall zu untewuchen, in wclchcm die 
Gleicliung (A.) ein Integral besitzt, dessen Ablcitung nach a? 

eine rationale Function von x ist. 



Es sei jetzt 

fftdc 

(i.) ,, = r 

ein Integral der Gleichung (A.), wo ^ eine rationale Function von x. Wir 
wollen nunmehr voraussetzen, dass 9t die Gcstalt hubu 

$j 3; Ci s ^* rt w 

wo die Grossen ^ fl 2? > a von financier versohiedrn , iinci 



K S? . . ., w 



von ir unabhangig seien. Substituircn wir ,r t in (ilc^c'lniu^ (A.), HH fulg' 



(3.) -*-,*- 

Die eben gemachte Voraussctaung schliesst also clit* in sicli, class dit* Integralc* 
der Gleichung (A.) siclx uberall bestinnnt verhulton**). 
"Wenn nacb. eincm Umlauf der Variablon // 8t sit-lt in 

(A\ w ^ a 4 "' 3 

(4.1 at = -7 T , r .,.^ 

v y # !# (/, ./; *f M 

verwandelt, so miissen die Grossen tf^^?...,^ wirdtTinn vun rinuwirr vitr- 
schieden sein, und es ist 

ft \ /'Jirr/,/r 

(la.) fflt = e j 

ebenfalls ein Integral der Gleichung (A.), /wischen 3i nnd JR' hest^lit nach 
Gleichung (3.) die Relation 



*) Siehe Sitznngsberichte vom 25. Februar 1892, S. 1G5~1G(> 1 ). 
**) Siehe CBELLES Journal, Bd. 66, S. 146, Gl. (12.) 2 ). 



i) Abh. LIX, S. 126127 dieses Bandes. B. F. 
i) A'bh.'VI, S. 186, Band I dieser Ausgabe. E. F. 
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Aus derselben ergiebt sich 

(e.) 



- = 

1st a k = fy = a, so muss erne der Functionen 3t 9t' oder #t + 9{' fur [916 
x = a unendlich werden, da sonst cc k = 0, ,' = sein miisste. 

1st ttfr~~ a j von Null verschieden, so 1st die linke Seite der Gleichung (6.) 
fiir x = a unendlich. wie -- , folglich ist 

33 Oi 

(7.) *+;= i. 

1st cc jc ai 0, so muss 



sein, wo 9 die Ordnung bezeich.net, in welcher 3J 8l f fur x = a verschwindet. 
Ist a t ein Werth, der sich nicht unter den Werthen a k befindet, so folgt 
durch einen analogen Schluss aus Gleichung (6.) 

(9.) ; = i 

und ebenso fur a^ wenn dasselbe nicht unter den a[ befindlich ist, 
(10.) a k = 1. 

Aus den Gleichungen (7.) bis (10.) folgern wir, dass 



eine rationale Function von x darstellt. 

Es iniissten demnach*) ^, # 2 die Form haben 

i c 

(12.) 



JL __l 

Q Q 

# 2 = cp ^ 



wo c von # unabhangig ist. 
Wir setzen 
(13.) 



*) Siehe CRELLES Journal, Bd. 81, S. 118 J ). 



i) Abh. XX, S. 34, Band EC dieaer Ausgabe. E. P. 



^ 
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wo G(x) und <J)(0) ganze rationale vein * 

Theiler sind. Es sind alsdaaa fur die vim yf J 1 die Kxponential- 

functionen in (12.) endlich, der Factor 9* aber K* wlrcl clem- 

nach ^(0) nur Null fiir Werthe, fur wekiie h Ink 

aber miissten ^, ^ 2 gleichzeitig uaeadlirh worden. Weitti wir ubcT voraiw- 
^etzea, dass JR-81' nicht von ft; uaabhJingig ist, so <:,, ^ Glei- 

'chung (1.) und (la.) ein Fuadamentalsystem von drr (iieichung 

(A.). Es miisste demnacli fiir dieselben Wertlie von ./ ji'dt's P 

917] Gleichung uaeadlich werdcn. Aber die 7,11 drn sin^ulfirrn Strlltm dcr f 

Gleichung (A.) zugehorigea dcterminirendiMi f^iiiiflitiiiriitalglr'it'liiiitgt*!! Iiiibcri ^ 

die Gestalt ! 

(14.) ^ V -1)^3,, O f 

d. h. fiir das einem solchea singulj"ir(*n Finiktj* c!<*r ( tl* irlnnur f V.) /u. 
Fundamentalsystem ist die Stimmo clcr Kxjmurntru i;l? 4 i h I an*-* dl^*v F\jm- 
nenten konnen also nicht bcide ne^aiiv si*in. Al'-c* i'l vi ( ) i-iu 4 \*u / tin- 
abhangige Grosse, und man hat 

(15.) ? f; M ;i; 

d. h. cp ist cine ganze rationale Fund ion von ./. 

Die DifferentialglcicJnmg drifter Onlniui" (>.) It \ ! f . J . . ', -^^ 
als Fundamentalsystein bositzt, hat ili'inniM-h i int f . ,*' ..'nij.ili- I'niirtit^i 
G(x) zum Integral. Besasse clit'srlbt* uncli rii, /,,, I,M-,,J! //(/K \\o 
(r^^.eine nicht bloss urn ehuTi c'oirxtaiiii n I,HI*M ,nj t f/< } \M rhii*i!i*iif* 
ganze rationale Function bod(Mif(f, so mii-.ti'ii i'Ii ,ir VH un ihliiiiijiittrn 
Grossen J., 5, C so bestiinnu'ii htss<n, dass 



oder 



C/--gr 

Demnach miisste e w eine zwciwerthigo al^'braisrlM? Kunction von x 
sein. Nach den Gleichungen (7.), (<J.), (10.) cnthait f/ imr rinfarhe Kactorcn. 
Es miisste also diese zweiwerthige Function die Quadrsitwur/ei WIHJT rutionalcn 
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Function von x sein. Sehen wir von diese'm Falle, in welchem die Gleichung 
(A.) durch Wurzeln rationaler Functionen integrirt werden wiirde, ab, so 
hatte die Gleichung (8.) in No. 4 nur eine ganze rationale Function zum 
Integral. Die Coefficienten desselben sind bis auf einen alien gemeinsamen 
Factor aus der Gleichung (8.) in No. 4 als rationale Functionen von y 
bestiinmbar. Bezeichnen wir dieses Integral mit TH(x)^ so dass die Coeffi- 
cienten von H(x) rationale Functionen von y sind und F von x unabhangig, 
so konnen wir setzen 

(17.) ? (aj) == rH(x). 

Substituiren wir ^ aus Gleichung (12.) in die Gleichung (A.), so erhalten wir 

/*pY 



Wird der Werth von cp(a;) aus (18.) substituirt, so folgt 




M da> 

~T\ H(x) 

(/"y \ 2 
Y) sich als rationale Function von y bestimmt. 

I. Hiernach wiirde, wenn wir von dem Falle absehen, in wel- 
ch em die Gleicliung (A.) algebraisch integrirbar 1st, cliese Glei- 
chung durch ein Fundamentalsystem von Integralen der Form 



^ H e' 



2 

H e 



befriedigt werden konnen, worin H eine ganze rationale Function 
von x 1st, deren Coefficienten rational von y abhangen, und wo 
(~ Y eine rationale Function von y 1st, die aber sich auf eine von 
y unabhangige Grosse reducirt, wenn die Grossen 1? ^ 2? ..., m in 
Gleichung (2.) als von y unabhangig vorausgesetzt werden. 

Wenn aber ftir alle Umlaufe der Variablen y die Function Sft 
unverandert bleibt, so sind die Coefficienten von 3t rationale 
Functionen von y. 
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6. 

Wir wollen nunmehr noch den Fall naher betrachten, die Gleichung 

(A.) nur ein Integral besitzt, dessen logarithmischc Ableitung nach x eine 
rationale Function ist. Alsdann hat nach voriger Hummer dieses Integral 

die Gestalt 

/S<*c 
(1.) * l = ^ , 

wo 8t eine rationale Function von a und y darstellt. Wir voraus, dass 

in Gleichung (2.) No. 5 die Grossen a^ s , ..., a m von y unabhiingig seien; 
alsdann zerfallen die algebraischen Fimctionen von y, a t , a , ..., ia , welche in 
derselben Gleichung auftreten, in Gruppcn von <lcr .Bes^haffenhcit, class die 
zu einer Gruppe gehorigen bei den Umliiufen von y sich nur untoreinander 
vertauschen. Es miissen daher die Grossen A , welch o 7,11 clt fc ii eine 
Gruppe bildenden Grossen a k gehoren, einandor gleirh sein. Wir 
konnen also aus (1.) und (2.) No. 5 folgcrn 

t%\ ' 7> a * />"* p^ s K 

V^.J ^! - J - l J - 2 '* J - #1 ? 

919] wo P 1? P 2 , ...,P ganze rationale Kunctioneu von ./' suui, deren 
Coefficienten rational von y abhiingen. 

Bekanntlich ist 

. . 

(3.) ., - 



ein Integral der Gleichung (A.), welclu^s rnit .^ ein Kundainentalsystem hildet. 
Substituiren wir in (A.) 
(4.) s =, ,S'/-, 

so erhalten wir eine Differ en tialgleichmig 



und es ist ^ eine rationale Function von ./: und //. Diesc* DilFe 
besitzt das Fundamentalsystein von Integruleii 



Wenn t als Function von y einer linearen Ditferentialglcicluni 

tr,^ T>( \ a '"^ c)"" 1 - 

(7.) P(*) = __ + Pi . d __- r + ... +1 , mJS == o, 



UBER LINE ARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 217 

deren Coefficienten rationale Functionen von x und y, geniigt, so befriedigt 
dieselbe auch jeder Zweig von v l9 welcher durch die Umlaufe von x und von 
y erhalten wird. 

Diese Zweige haben die Form 

(8-) *i = ^i + /, 

wo a eine der Grossen a l9 ,, ..., o^ in Gleichung (2.) bedeutet, wahrend |3 
nur von y abhangig ist. 

Die Gleichung (7.) muss in Bezug auf y reductibel sein. Denn ware sie 
irreductibel und substituirten wir v l in dieselbe, so erMelten wir eine lineare 
homogene Differentialgleichung fiir ft von gleicher Ordnung: 



Da die Coefficienten p , jp 2 , ..., p m , sich durch ein Fundamentalsystem von 
Integralen /J x , j8 a , ..., p m derselben, welche als Zweige eines Integrals /3 von x 
unabliangig sind, und durch xfaxe Ableitungen nach y rational darstellen lassen, 
so miissten p^p^ ---iPm vo:a x unabliangig sein. 

Lasst sich beispielsweise P(^) in der Form [920 



o i 

darstellen, wo 



irreductibel in Bezug auf y ist, und wo r , r x , ..., r n rationale Functionen von 
f/ sind, so wiirde sich fiir /3 die Differentialgleichung 

(12.) fitf) = 

ergeben, und es miissten alsdann nur die Grossen # 1? # 2 , ..., y von x unab- 
hangige rationale Functionen von y sein. 

Dieses Verhalten wird durch das Beispiel der Differentialgleichungen er- 
lautert, welchen die hyperelliptischen (elliptischen) Integrale bezw. aufgefasst 
als Functionen der unabhangigen Verandeiiichen und als Functionen der Ver- 
zweigungswerthe geniigen, wie bereits in der Einleitung angefuhrt worden ist. 



Jf u c li s , mathem. Worke. ni. 2 8 



ANMERKUNGEN. 



1) Anderungen gegen das Original. 
Es wurde gesetzt: 

S. 202, Zeile 10 v. u. wurde darauf hinter halber hinzugefugt, 

207 wurde am Schluss der Gleicliungen (1.) >u. s. w. hinzugefugt, 

208 nach den Gleichungen (7.) Aus den Gleichuugen (7.) statt >Aus denselben 

statt L,, 



. 

210, (2.) 27i(0,l) statt ^(0,1), 

214 wurde nacli Gleichung (15.) d. h. cp ist eine< hinzugefugt, 

Zeile 9 v. u. eine nicht bloss urn einen constanten Factorc statt >eine nicht urn einen 

hlossen constanten Factor^. 

2) Zu Gleichung (8.), No. 3, S. 208 sei Folgendes bemerkt: Aus (7.) folgt nicht nothwendig, dass c und c t 
beide von y unabhangig sind. Man kann aber z. B. auf folgcnde Weiae m dern aus (8.) ^cfol^ertcn 
Resultat gelangen: Wenn keine der Grossen a', $', y r , 6' gleich Null ist, so folgt aus (7.), daes c =~ c t 
und beide von y unabhangig, d. i. Annahme (10.). Ist aber irgend eine der Grossen a f , $' , y', $' gloich 
Null, so lehren die Gleichungen (F.), dass sich cntweder E t uncl S 1 odcr JK 3 und &\, d. h. aber x und 
D(^) oder ^undDfe) nur durch einen constanten Factor untcrschoiden, d. h. dass JD(^) odcrjD(xr s ) 
der Gleichung (A.) geniigt. j^ i<\ 



LXV. 

tBER EINE KLASSE LINEARER HOMOGENER DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN. 

(Sitzungsberichte der Konigl prenssischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1896, 
XXXIV, S. 753769; vorgelegt am 9. Juli; ausgegeben am 16. Juli 1896.) 



1. [753 

Sei 

d n u d n ~*u _ 

(A..) _ + ft __ + ... +ftitt _ o 

eine lineare homogene Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten von 
der Beschaffenheit , dass die zu j e d e m b e 1 i e b i g e n Umlauf der Variablen 
z um einen oder mehrere singulare Punkte der Gleichung (A.) gehorige 
Fundamentalgleichung durch die reciproken "Werthe der Wurzeln derjenigen 
Gleichung befriedigt wird ? welche aus ihr durch Vertauschung der Coeffi- 
cienten der sammtlichen Potenzen der Unbekannten mit ihren conjugirten 
Werthen hervorgeht. Wir wollen iiberdies voraussetzen, dass die Wurzeln 
A x , A 2 , . . ., A n wenigstens einer dieser Fundamentalgleichungen von einander 
verschieden sind und den Modul 1 besitzen. Den ihr zugehorigen Umlauf 
der Variablen z wollen wir mit C und das zugehorige Fundamentalsystem 
von Integralen der Gleichung (A.) mit u^ u^ ..., w n bezeichnen, so dass, nach 
Vollziehung des Umlaufes C, u^ u^ . .., u n tibergehen in 

(B.) u, = I t u l9 HS = A 2 w 2 , . . ., u n = l n u n . 

28* 
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Die einem beliebigen Umlaufe U von 5 entsprechende Substitution 



ta n a n ... a w 



lAi flfct 



welche ^, ,, ..., tf n erleiden, wollen wir kura mit (a u ) bezeichnen, wahrend 
|a | die Determinante dieser Substitution bedcutet. 

Da in der Gleichung (A.) das' Glied ~~ Milt, so folgt xuniichst 

(C.) Ki = J - 

754] Die Fundamentalgleichung 



a n tt n .-. i 



bringen wir in die Gestalt 
(D.) (- l) w o) n + 

Nun ist bekanntlich 



wenn mit JR Z eine Hauptuntcrdcterininuiitc 4 / ic ' r Ordnunp; cirr I)t'f'rinhiante in..! 
bezeichnet wird, und wenn die Stunmatioii in (K.) sich auf ciir siiinintlichru 
Hauptunteideterminanten A;* 6 ' Ordnung brxirht. 

Wenn wir, wie im Folgcnden stcts, tlm cDiiju^irtrn \VTth rinrr <i rosso 
a mit a' bezeichnen, so hat misercr "\"oraussttzioi^ griailss ciir (ilrirhnnfj; (D.) 
mit der Gleichung 



sammtliche Wurzeln gemeinschaftlich; dahor ist 

(!) *= (-l)';.^ 

und hieraus ergiebt sich. nach Gleichung (II) 



I, 'J, ...,n> 



(fe -.T i ? 2 f ...,n) 
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Die analogen Gleichungen gelten unserer Voraussetzung gemass fur jede Sub- 
stitution, welche u^ u^ ..., & B durch einen beliebigen Umlauf erfahren. 

Ist (b M ) eine Substitution, welche u^u^..^u n durch einen Umlauf V 
erleiden, so betrachten wir die Substitution, welcher u^ u^ ...,W B durch die 
Umlauf e Z7, C, F, in dieser Eeihenfolge nach einander angewendet, unterworfen 
werden. 

Sei 
(2.) fe) = 



wo wr 



A, 







(3.) 



gesetzt haben. 

Es ist alsdann 



Die inverse Substitution von (c w ) ist 
Nun ist 



' 




[755 



jm 



(6.) 



^ 4 ,jB w , C w bez. die zu B , 6 B , C M gehorigen Unterdeterminanten 
Ordnung der Determinanten | H |, |6 B |, |C B bedeuten. 
Es ergiebt daher die Gleichuug (5.) 

(7.) C = ul fa S tt A; 1 + A B,, A; 1 + + A kn S nt X?. 



\ter 
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Wir wollen die Gleichung (F.) insbesondere fur k = n-l in Betracht 
ziehen. Sie lasst sich alsdann in die Form bringen 

V / 11 2*9 **** 

Da eine analoge Gleichung fur jeden beliebigen Umlauf, also auch fiir die 
Aufeinanderfolge UCV gilt, so ergiebt sich aus den Gleichungen (4.) und (7.) 

n n 

(9.) 



1 1 



Allgemein wiirde fiir die Substitution 



welche dem Umlauf Z7, dem r-fach wiedcrholtcn Umlauf C und clem Umlauf 
F, in dieser Reihenfolge angewendet, entspricht, sich ergubtm 

(9a.) SSt(^-%-^&/*)^ = 

i z 

fur jeden beliebigen ganzzahligen Worth von r. 

756] Setzen wir r = 0, 1, 2, ..., w 1, so folgt aus (hmi rntsh'heitcicm Systcime 

von Gleichungen, da A 1? A 2 , ... 7 A n von, oinaiidcr versclrictlen siiici, 

(10.) ^, A f u 14 - S-: ^ ft/i- ' 3 1 ^ - - - , ) 

1 1 

Da diese Gleichung fiir zwci Ix^liobigo Stil^stilutitnifn ii*r < fruj>jM 
DiiFerentialgleichung bcsteht, so konnen wir in clfrsrlhrn 

(11.) _ , (b u ) = (Aj, 

also 

^ = o, fur k I /, 



o, fiir k {.- /, 



setzen. Wir erhalten alsdann aus Gleichung (10.) 



Da diese Gleichung fiir jede Substitution der Gruppe 
also fiir die Substitution 



sc* 



folgt 
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'(OB) (A r )(5) 



d. h. nach den Gleicliungen (4.) und (7.) 



also in Folge eines Schlusses, der dem an den Grleichungen (9.) und (9a.) 
gemachten ScHusse analog 1st, 



Fur 

(14.) 

ergiebt sich aus (H.) insbesondere 



Fiir 

(15-) () = K) 

ergiebt die Gleichung (H.) 



J3 H = A kl AH A t r -j- -4 7 .. 2 ^1 2Z /1 2 4- ... + ^1 7 
folgt 

(17.) A lp [A pl AH A x + ^,2 -4gz ^2 -h 4- A pn A nl k n \ 



Fiir 

(16.) . (&*) = (B)( 

also [757 



und hieraus wieder durch einen Schluss, der dem an (9.) und (9a.) gemachten 
analog 1st, 

(H 8 .) 4^^^i = ^aiV 
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Wenn die Integrale u k der GleicHung (A.) nacli einem Umlaufe U sich in 



(18.) 



= flfo w, + % 2 #, + + o 



verwandeln, so gehen die conjngirten Werthe u k dieser Integrale in 

(19.) i = ^ ; + ;< + - + 

iiber. 

Wir bilden nunmehr die bilineare Form 



A. , A' 
A , a. 



.i 



.i 



Aus den Gleichun^en (]f f ) iol^l, class die \ rrhah 
A^...,A n reale AVcrthc luibrn. 
Substituiren wir cliese AVi'iihr in ', su er^ifbt. >iclt 

A l 

(21.) --/= i..; f 1 - 

- J i i "u 

Nun ist 



mit constanten Coefficienten A^...^A n iind weiiclen uuf <li(scllM* die einem 
Umlaufe Z7 der Variablen ^ entsprechenden Substi tut 10111*11 (IS.), (f c .J.) an, als- 
dann geht 9 liber in 



wo 

(20.) P a = A, a lk a' u + A, a,, (C, + * + A H a w , < . 

Wir bestimmen nunmehr A t , A.,, ..., A n dm (Jh-ichun^c 
(K) P tt = 0, jp lt = U, ..., /^ :,,: i) 

gemass, aus welchen sicli ergiebt: 



<iross<!ri 



gemass den Gleichungen (H,.) (H 5 .). 

758] Ferner 1st nach Gleicliung (H 5 .), fiir 
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folglich wird 



woraus hervorgeht, dass die Gleichungen (21.) sich umgestalten in 

jp d n /It 1 

1st demnach k =j= Z, so folgt 

(L-) P;, = 0, 

wahrend 
also 

P A r A 

JL 7.7. -O./., -O.7. 



A %i A 
oder 

(M.) P a = A- 

Werden dalier die Verhaltnisse der Grossen A^ A^ ..., A n aus den 
Gleichungen (Kj.) bestimmt, so wird 



d. h. die bilineare Form cp bleibt ungeandert, wenn & den TJmlauf 
U vollzieht. 

Wiirden. ebenso bei einem Umlaufe V die Integrale u k sicli in 

(23.) u k = 6^ w x 4- &A, M 2 + + & te w n 

veiwandeln, so wiirden die conjugirten Weithe ^ in 

(24.) u{ = &; a w ; + z>; 2 tt ; + . . . + v kn < 

tibergehen. 

Bestimmen wir eine bilineare Form 

(J 2 .) * = J5 1 w 1 w; + J5 1 w > tt; + -.. + p fl fi n < 

mit constanten Coefficienten J5 1? JB 8 , ..., J? n derart, dass 



Puclis, inuthera. Werie. HI- 29 
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so folgt aus der Giiltigkeit der Relationen (G.), ( H X 0? ( H t .)j (H 8 .) fur die 
einem beliebigen Umlauf entsprechenden Substitutionen, dass die Form <j> 
durch den Umlauf V ungeandert bleibt 

Aber aus den Gleichungen (H.) folgt fur I = 1, p = &, nach Gleichung 

(K,) 

I* = -JL = ^ (nach Gl. (H,.)), 

#1 -^ifc a i a &l 

759] d. h. 

(N .) A _ ^k = A (nach GL (KJ). 

v -t>i ^i ^i 

Demnach 1st die Form <L bis auf cinen constantcn Factor mit 
der Form cp iibereinstimmend. 
Wir erhalten also den Sate: 

1st fiir jeden beliebigen Umlauf der Yarlublen ,: urn einen 
oder mehrere singulare Punkte der Gleichinig (A.) die xu^eliorige 
Fundamentalgleichung so beschaffcB, class sit* durch clie reci- 
proken Werthe der Wurzeln dcrjcnigcn (iloir.hun^ I)c t friMligt 
wird, welche aus ihr durch Vcrwandlung dtr ( 1 o<* ffici <n f -(*n der 
verschiedenen Potenzen der Unbokunnton in ihre fonj u^irt<n 
Werthe hervorgeht, und giebt es ubordicts wrni^st i*ns /u riniMu 
Umlaufe eine Fundamentalgleichung, deren \Y urzt/l n dir Modulu 
1 besitzen und von einander vcrschic<l(n siu<i, so ^irhf rs rim* 
aus den Elementen eines Fun(himiMit.alsYst( i ins vtn I nt ^:ira I ru 
^,^,...5^ und den conjugirten Worth on //I,//,...,// t, r '!uldr(e 
bilineare Form der Gestalt 

<P == AI u, u[ + yi a /(, ?< + . - + A H ?/ :4 ?/; . 

deren Coefficienten von ^ unabhan^itr sind tun! r*;tlr Worth- 
verhaltnisse besitxen, und welche fiir allo i'niHiulV drr \*ari:- 
blen gs ungeandert bleibt 

2. 

Wir setzen jetzt umgekehrt voraus, class es eine aus oim-m Fuiul;unonlal- 
system ^, f , ...,u n von Integralen der Gleichung (A,) und aus don ronju- 
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girten Werthen u^u^ ...,u n gebildete bilineare Form cp giebt: 



deren Coefficienten Q'** von # unabhangig, und welch e durch keinen 
Uralauf yon z verandert wird. 

"Dberdies seien fiir wenigstens einen Umlauf die Wurzeln A l? A 2 , ..., l n 
der zugehorigen Fundamentalgleichung von einander verschieden, nnd ihre 
Moduln gleich 1. Das dieser Fundamentalgleichung entsprechende Funda- 
mentalsystem haben wir mit u^ u^ .. ., u n bezeichnet. Wir machen endlich 
noch die Voraussetzung, dass zwischen den Grossen u k u' z nicht eine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten stattfinden konne. 

Der Voraussetzung nach soil [760 

(2.) se'^A>, M ; = 2a ttZ) %; 

sein, woraus ebenfalls nach der Voraussetzung sich ergiebt 

M (AA| r -l) = 0, 
d. h. 

(3.) <2(^-A z ) = 0. 

Demnach ist 
(4.) <$*> = 0, fiir I =|= I. 

Es muss also 9, um den Voraussetzungen gerecht zu werden, die Form 
haben 

(J'.) ? = AtU^ + A^u't + '.' + AnU^. 

Wenn durch den Umlauf U die Integrale ^, ..., w tt die Substitution (a u ) 
erleiden, so muss der Voraussetzung zufolge sein 

(KV) A^a^/S + ^^a^ + '-'+^n^na^ = ( = 1, ...,W; ^ = 1, ...,W, 

und 

(M'.) ^ i a^a+ A ^a<a^''' + A n^na<a = A a> (==!,. ..,n 

Fiir einen festen "Werth von a und fiir 

ft = l,2 7 ...,a l,a + l,..., n 
ergeben die Gleichungen (K'.) 

A n A' 

f-rrf \ -"-7,: _ U'lrc -"-fefle. /I. _ 1 O w 

(K r ) = -JT- (AJ - 1, 2, . . ., n 

^l C U -^-la 

29* 
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Ebenso 1st aber auch 



(K;.) foigt 

.4*. .?'" . *-. 



und aus (5.) 
Demnach 1st 

0<ier 



76i] Vertauschen wir in den Gleichungon (K'.) mil |i f HO <Wn&o wic 

Gleiching (K[.) 

w %* <:t' 

Aus (K,'.) und (6.) ergicbt sich 

(7.) n'^A',, a . J "' V' ' 

^ ' fit * n, , . I , j 

Substituiren wir die Wertlie aus ft;.) in (M\ ), M TL'i'lt -i-!i ? ila d.^ - i, 

also 

Aus (6.) folgt 

-! "I, '. . 

Duich Vergleichung mit (8.) erlnilten wir also 

Aus (K^.) folgt daher auch 

(9.) J . '^- . 
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Durch Vergleichung von (8.) und (9.) ergiebt rich also, dass ^ real ist, 
d. h. es ist 



oder 



Daher geht die Gleichung (7.) fiber in 



Setzen wir in Gleichung (H^.) Jc = y, ? = a, so erhalten wir 



/- ^ \ 
^ ^ 

also nach (G f .) 



-yg '"gy _ flyg ^q y 



Die Glieder einer Hauptunterdeterminante von | A'^ haben die Form 

4- A' A' A' 

^Tit^l^mf ? 

wenn -4^, -4^, -4 w? die Diagonalglieder sind und a, /J, y, . . . eine Permutation 
von /, ^, wi, ... bedeutet. 

Nun ergiebt die Gleichung (H^.) f iir cc = /, y = 1 , [762 



also nach (G'.) 



oder nach 



Daher ist 



(15.) A' ku Al ? A' my - - = a 



ka 



Da aber , /J, y, ... eine Permutation von /, /, m, ... ist, so combiniren 
sich im Zahler A' kl mit A(^ A' Ll mit A(^ A r mi mit A[ m u. s. w., ebenso im 
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Nenner a M mit a ljc , a tl mit a ll} a ml mit a lm u. s. w., also 1st nacli (H t '.) 
(0.) A f ka A^A^^ = a,^a nY .... 

I. Demnach ist jede Hauptunterdeterminante dcr Determi- 
nante |^| gleich der entsprechenden Hauptunterdetcrminante 
der Determinante \a u \. 

Sei nunmehr \g m \ eine beliebige Determinante von 71* Eiementen mit dem 
Werthe 1, \G U \ die Determinante aus den adjungirten Elcmcntcn, so ist be- 
kanntlich eine Hauptunterdeterminante p tar Ordnung der Detcrminante \G^\ 
gleich der Hauptunterdeterminante (n-p) u * Ordnung von j//J f welche die- 
jenigen Diagonalglieder ausschliesst, dei^en Indices mit denen dcr Haupt- 
unterdeterminante von \G U \ iibereinstimmen. 

Demnach. ergiebt sich aus dem Satzc L: 

II. Jede Hauptunterdeterminante (n-j>y* r Ordnunj? der De- 
terminante \d u \ ist mit derjenigen Hauptuntercleteniriiinnte ;) ter 
Ordnung der Determinante \a u \ ubcroinstinnnrnd, wclcho die 
Diagonalglieder mit denjenigen Indices, die in dcr erstcmm 
Hauptunterdeterminante auftreten, utisschlioss t 

Nach den an den Gleichungen (E.) und (K.) in No. I #'marhtt*n Sc-hlusscn 
ergiebt sich also: 

Die Eundamentalgleichung 



(16.) 



763] wird von den reciproken Wcrtlien. der Wurxttin dcr <lirlwnic 



befriedigt. 
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Wir erhalten daher den Satz: 

III. Wenn es eine aus einem Fundamentalsysteme von In- 
tegralen der Gleichung (A.) u^ u^ .., # n und den conjugirten 
Werthen u[, u'^...,u n gebildete bilineare Form mit constanten 
Coefficienten giebt, welche durch die sammtlichen Umlaufen 
entsprechenden Substitutionen der Gestalt 



ungeandert bleibt, und wenn iiberdies wenigstens fiir einen Um- 
lanf die "Wurzeln der zugehorigen Fundamentalgleichung von ein- 
ander verschiedene Grossen mit den Moduln 1 sind, wenn endlich 
zwischen den Grossen u k u[ keine lineare homogene Relation mit 
constanten Coefficienten Statt hat, so hat die zu jedem Umlauf 
gehorige Fundamentalgleichung die Eigenschaft, durch die reci- 
proken Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichung befriedigt zu 
werden, welche aus ihr durch Vertauschung der Coefficienten der 
verschiedenen Potenzen der Unbekannten mit ihren conjugirten 
Werthen hervorgeht. 

Dieser Satz bildet die Umkehrung des Satzes am Schlusse der No. 1. 

3. 

Sind die Coefficienten der DifFerentialgleichung 
, N d n w d n ~ l w d n ~^v 

W i^ + ffi-2^ + ff -l?==- + --- + ^ = 

eindeutige Functionen von ^, so fiilirt die Substitution 

(IS.) w = e~^ d *u 

dieselbe in eine DifFerentialgleichung der Form 

= 



mit ebenfalls eindeutigen Coefficienten iiber. 

1st fiir irgend einen Umlauf U die auf (a.) beztigliche Fundamental- [764 
gleichung 

(1.) (-.!),+ aiT -i+... + aa = 
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and wird dieselbe dutch die reciproken Wertlio dcr Wurzeln der Gieichung 



befriedigt, so miissen die Coefficients von (I.) imt den entaprechenden Co- 

efficienten der Gieichung ; 

(2.) (-irr; + (-ir^r'-r l +--- H-- I/-;;: < * a . 

libereinstimmen; es ist also 

p.) --M- '.'",;. ' >- ....... > 

und , 

(4.) "" ; " u, ' 

Wegen der lot/ten (ileichnn- int (.Irirhmi- (:;.) di.- Funn an: 

(3a.) - ' 11<<: ' r ' 

Bezeichncn wir init A di- UaupKi-'.-ruHuunf,' .-iu.-> Knuaaiu.^!.-.^)^^!^ 
Gleichuug (.), M> i*-"t 



(50 A '' ' 

Nach (Iran Umkufir V ^hf mm A u!., r in V.. ,!. ,;!::, ,,,uiti|,lirirt 

sich -" /aitb durch diesim I'lnlauf mil .-in- v <'"' ""' ./ '. 

(6.) / '- ' 

derenModul nach (Jkirlnm- (I. ):> ^-i.'. I.' ' i'' / i ! .n-,.-lh.-u 
Umlauf U" gohorigc nuf (A.) lu-/.H'.-ii' ' I .. I '> '- . .'i ! ' ' : (l:i!l(;r 

(7.) (-1 )"''!,./'" ' i !'.,/'"' ! " 

welche mit der Gleicluu^ 

(7a.) (-l)"> M -i-(- 1/' '.-!./" ' ; "'' : " '' '' ' "' ! 
gemass den Gleiclumgen (:Ui.) uml ('..( dii- \\ ..iv> ,:: / 1;t . ;-, ', ,1'in'li hat. 

AVenn dahcr fur ulle Umliiufi- v.n uir .. ;t i-.i ... /ii .;!. l-.-n Furnla- 
765] mentalgleichungen durch die rwiprokt-n \\ !'!: d. r Uur/iin u-'ijt'iiigcu 

*) Vcrgl. CaEi,LK8 Journal, Ud. G(!, S. r>, tl. <' iv 



i) AUi. VI, 8. 165, Band I diiacr Ausgake. 11. K 
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Gleichungen befriedigt werden, welche aus ihnen dureh Verwandlung der 
Coefficienten der sammtlichen Potenzen der Unbekannten in ihre conjugirten 
Wertlie hervorgehen, so haben die auf (A.) beziiglichen Fundamental- 
gleichungen dieselbe Eigenschaft 

I. Der Satz am Schlusse der No. 1 gilt daher fiir eine Diffe- 
rentialgleichung der Form (a.) ebenso wie fur eine Differential- 
gleichung der Form (A.) 

Wenn wir umgekehrt voraussetzen, dass eine aus einem Fundamental- 
system w l ,w^...,w n von Integralen der Gleichung (a.) und aus ihren con- 
jugirten Werthen 2^', w a ', ..., ^/ gebildete bilineare Form mit constanten Co- 
efficienten existirt, welche durch keinen TJmlauf von z verandert wird, und 
dass mindestens fiir einen Umlauf die zugehorige Fundamentalgleichung von 
einander verschiedene Wurzeln mit den Moduln 1 besitzt, dass endlich. zwi- 
schen den Grossen w k w f t keine lineare homogene Relation mit constanten Co- 
efficienten Statt hat, so ergiebt sich, wenn wir Schritt fiir Schritt die Schlusse 
der No. 2 verfolgen, an Stelle des dortigen Satzes I. der Satz; 

I. Jede Hauptunterdeterminante j? t0r Ordnung der Determi- 
nante \A' H \ ist gleich dem Producte aus der entsprechenden Haupt- 
unterdeterminante der Determinante \a u \ und \A' Jd \ p , 

und an Stelle des Satzes II. daselbst der Satz: 

IT. Jede Hauptunterdeterminante (n p) iQr Ordnung der De- 
terminante A' u \ ist gleich dem Producte aus \a u \ und derjenigen 
Hauptunterdeterminante jp ter Ordnung der Determinante |a w |, welche 
die Diagonalglieder mit denjenigen Indices, die in der ersteren 
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst. 

Die auf (a.) bezugliche zur Substitution* (a^) gehorige Fundamental- 
gleichung ist aber der Form 

(s.) Mr^+t-ir^s^ = o, 

wo 2-R/. dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (E.) hat. 

Aus dem Satze IT. ergiebt sich ^ 4 



welches die Bedingung dafiir ist, dass die Gleichung (8.) durch die reciproken 

Fuchs, wathem. Werke. III. 30 
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Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichung, welche aus ihr durch Verwand- 
lung der Coefficienten der Unbekannten in die conjugirten Werthe hervor- 
geht, befriedigt wird. 
766] Hieraus folgt: 

HI'. Der Satz III. in No. 2 gilt daher fur eine Differential- 
gleichung der Form (a.) ebenso wie fur eine Differentialgleichung 
der Form (A.). 

4. 

Sei 
(1.) 



und 



(2.) 



e = x + yi, 



wo x und y real. Wir setzen ebenso 



(3.) 



u = |+r ( i, 



wo P 4 , Qj, I, v] reale Functionen der realen Variabcln :/, y sind. 
Die Gleichung (1.) zerfallt alsdann in die beidcn (Heichungcu 



(5-) i4 + 2 

\ / fix "*~ 

Durch Elimination, bez. von YJ und von | erhalten wir aus diisin bciden 
Gleichungen : 



(&\ P QU ^ 4.0 ^l-L *V 

W *n-M*+V~fa+* 



ifA .-1-^ ,^ -i-!^+;6 



wo 



(8.) 



Ersetzen wir in (6.) ~ durch 
halten wir 



~ und in (7.) ^ durch -?'!, BO 



%' 



er- 
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P d* __ Q d n | 

" *1 N 'K*! * i -. 
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(6a.) 



dx n ~ l dy 



Demnach geniigen und TJ ? folglich auch u = ^ + ^i und [767 
: I v]i derselben Differentialgleichung 



CO 



v ' n a^ w n dx n ^dy ^ 

deren Coefficienten reale Functionen der realen Variablen x,y 
sind. 

Umgekehrt geniigt jede monogene Function von % + yij welche 
die Gleichung (la.) befriedigt, auch der Gleichung 



d. h. 



oder endlich 



welche mit der Gleichung (1.) iibereinstimmt. 

Wenn es demnach eine aus den Elementen eines Fundamentalsystems 
von Integralen u^ u^ .. ., w n der Gleichung (l.) und ihren conjugirten Werthen 
^7^2? w n g^bildete bilineare Form mit constanten Coefficienten giebt, 
welche bei beliebigen Umlaufen der Variablen $ ungeandert bleibt, so wircl 
diejenige Differentialgleichung, welcher die Quadrate der Integrale 
der Gleichung (la.) geniigen, durch einwerthige Functionen von 
#, y befriedigt. 

5. 

Indem wir nunmehr zu besonderen Fallen von Differentialgleichungen 
iibergehen, welche zu der in den vorhergehenden Nummern charakterisirten 
Klasse gehoren, betrachten wir zuerst diejenigen Diiferentialgleichungen, deren 

30* 
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Integrale fiir jeden "Werth der unabhangigen Variablen z nur eine endliehe 
Anzahl yon Werthen annehmen. 

1st U ein beliebiger Umlauf von 8 um einen oder mehrere singulare 
Punkte und co irgend eine Wurzel der zu diesem Umlauf gehorigen Funda- 
768] mentalgleichung, so giebt es*) ein Integral u der Differentialgleiehung, 
Ton der Beschaffenheit, dass u nach Vollziehung des Umlaufes in 

iibergeht. 

Da die Wiederholung des Umlaufes nur eine endliche Anzahl von Zweigen 
der Function u hervorrufen kann, so muss to eine ganz'/ahlige Wurzel der 
Einheit sein. Diejenige Gleichung, welch e aus der Fundamcnti'ilglcichung 
durch. Vertauschung der Coefficienten der vcrschicdcnen Poteir/en der Unbe- 
kannten mit den conjugirten Werthen hervorgeht, wirci demnach durch die 
reciproken Werthe der Wurzeln der FundamentitlgleirJiiing hrfiiedigt. 

Aus dem Satze I', der No. 3 ergiebt sieh also dss folgende Theorem.: 
I Sind die Integrale einer lincarcn hoinogenen Differential- 
gleichung mit eindeutigcn Coefficienten sanimUich c*ndli<?h- 
werthige Functionen der unabhangigen A'uriahln :, and sind 
iiberdies wenigstens fiir einen Umlauf von :: die \Var/.eln dcr xa- 
gehorigen Fundamcntalgleichung V(rschiedin, so ^ii'lif es eine 
aus einem Fundamcntalsystom von f nf ufjralen // r //^,.,, n^ aad 
den conjugirten Werthen n^ n'^ ..., ?/ gehildete hiliueare Form 
der Gestalt 

mit constanten Coefficienten ~ dertm Wert hverhiiltuissr real , 
welche bei alien Umlaufen von z ungeiindirt hleibt. 

Als Corollar zu diesem Sateo ergiebt sieh: 

II. 1st eine lineare homogcnc Bifferen tial^lei^'han^ n inr Ord- 
nung algebraisch integrirbar, und hat \veni#stMis fiir einen Um- 
lauf die zugehorige Fundamcntalglciohan^ aiitfleirhe W u r x o 1 n, 



*) CEBLLES Journal, Bd. 66, S. 182 '). 



>) Abh.VI, 8. J7I, Band I dioser Ansgabe, E. F. 
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so giebt es eine aus einem Fundamentalsysteme von Integralen 
Utf Utf ..., u n und den conjugirten Werthen u'^ u^ . .., u' n gebildete 
bilineare Form 

cp = ^wX + AI iX 4- 4- A n u n u' n 

mit constanten Coefficienten deren Werthverhaltnisse real , 
welche bei alien Umlaufen von z ungeandert bleibt. 

In einer Notiz*) bat Herr PICARD, davon ausgehend, dass fiir diejenigen 
algebraisch integrirbaren Diiferentialgleichungen zweiter Ordnung, welche durcli 
GAUSSSche Eeihen befriedigt werden, eine bilineare Form 

Au^ t< + JB wX + &**( w, + Cu^ ; 

nm unsere obigen Bezeichnungen anzuwenden , in welcher A und [769 
C real und B und B' conjugirte complexe Grossen sind, durch die Funda- 
mentalsubstitutionen in sich selbst verwandelt wird, die von Herrn JORDAN 
gegebenen Typen von Fundamentalsubstitutionen der algebraisch integrirbaren 
Differentialgleichungen dritter Ordnung, von dem ersten Typus abgesehen, in 
die bilineare Form 



eingesetzt und gefunden, dass, mit Ausnahme des Falles des vierten 
Typus, die Form cp durch die Fundamentalsubstitutionen in sich selbst ver- 
wandelt wird. 

Wir bemerken hierzu das Folgende.' Da im vierten Typus eine Funda- 
mentalsubstitution 

r \ 

( T" 1 1 

\0 I/ 

vorhanden ist, wo T eine primitive Wurzel der Gleichung T S = l, und die zu 
dieser Substitution gehorige Fundamentalgleichung also verschiedene Wurzeln 
hat, so muss nach unserem Satze II. dieser Nummer auch fiir den vierten 
Typus eine bilineare Form 



*) Bulletin de la Soci^t^ Matli&natique, t. 15, p. 154, 20 Avril 1887. 
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existiren, welche durch keine der Fundamentalsubstitutionen des Typus ver- 
andert wird. 

In der That ergiebt die Rechnung, dass 



wo a eine reale Grosse 1st, die angegebene Eigenschaft hat. 

(Fortsetznng f olgt) l ). 



i) Diese Fortsetzung- 1st nicht orscliienon. B, F. 



ANMERKUNGEN. 



1) Anderungen gegen das Original. 

JEs wurde gesetzt: 

S. 219, Zeile 11 v. u. gehorige statt zugehorige, 

222, 9 v. u, derselben statt dieselbe, 

223 wurde vor Gleichung (17.) folgt eingefiigt, 

224, Gleichung (21.) a pl statt A fl , 

225, Zeile 10 A' kl statt P/^, 

226, 1 und 9 v. u. und an anderen Stellen den statt ihren, 

229, 12 v. u. eine Permutation von 7c, l,m, ... bedeutet statt Permutationen von 
7c, I, m, . . . bedeuten, 

230 und 233 im Wortlaut der Siitze II. und IF. denjenigen Indices, die in der ersteren 
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst statt denselben Indices wie 
die der ersteren Hauptunterdeterminante ausschliesst, 

232, Zeile 6 wurde es ist eingefiigt, 

234, 5 , 13 Wir setzen statt Setzen wir, 

2 v. u, Ersetzen wir in (6.) statt In (G.) ersetzen wir, 

236, 11 wurde also nach dem Worte Gleicliiing gestrichen. 

2) In seiner Note Sur les formes quadratiques ddfinies a inddtermine'es conjugu^es de M. HEHMITE , die 
am 20. Juli 1896 der Acaddmie des Sciences vorgelegt und in den Comptes Rendus, t. 123, 
S. 168171 veroffentlicht worden ist 1 ), berichtet Herr ALFRED LOEWY uber Untersuchungen , die mit 
den in den Nummern 2 und 5 der vorstehenden Abhandlung enthaltenen nahe Beriihrungspunkte haben, 
jedocli in einigen wesentlichen Punkten iiber sie hinausgehen. Wie schon aus der Datirung unzweifel- 
haft hervorgeht, sind diese Untersuchungen des Herrn LOEWY ohne Kenntniss der FucHSschen Abhand- 
lung LXV, also von dieser vollig unabhangig gefuhrt worden. In der erwahnten Note stellt Herr 
LOEWY u. A. einen algebraischen Satz auf, der die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafur 
angiebt, dass eine lineare Substitution mit ihrer conjugirt imaginaren eine bilineare Form mit con- 
jugirt imaginaren Variabeln und nicht verschwindender Determinante in sich selbst transformirt , und 
der, wie der Herr Verfasser (Nova Acta, Abhandlgn. der Kaiserl. Leop. -Carol. Deut- 



Auf diese Note bezieht sicli die folgende Abh. LXVI. 
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schen Akademie der Naturforscher, Bd.LXXI, 1898, S. 384 und Mathemat. Annaien, 
Bd. 50, 1897, S. 559) bemerkt hat, den FucHsschen Satz III der No. 2 (bezw. Ill', der No. 3) ais 
speciellen FaU enthalt In der That 1st bei dem Beweise, den FUCHS in der No. 2 far semen Satz 
giebt, stillschweigend vorausgesetzt, dass die Determinante der Form 9 (GL (J'.), S. 227) nieht verschwindet. 
Die Angabe am Scblusse der No. 2, dass der Satz III dieser Nummer >die Umkchrung des Satzes am 
Schlusse der No. 1 bildet trifft also nicbt zu, da aus den Bedingungen des Ictztcrcn Satzes, wie sich an 
Beispielen zeigen lasst 2 ) keineswegs folgt, dass die Coefficienten A , -dt j? ..., A n der Form cp sEramtlich 
von Null verschieden sein miissen. Diese letetere Bemerkung iibertrlgt sich natUrlich auch auf die 
ScMiisse , die FUCHS in der No. 5 fur den Fall der endlichen Grappen linearor Substitutioncn gezogen 
bat, indem daselbst (Satze 1 und II, S. 236, 287) unter der beschrankcnden Voraussotzung , dass die 
endlicbe Gruppe mindestens eine Substitution enthalt, deren Fandamentalgleichung lautcr ungleiche 
Wurzeln besitzt, nur gezeigt ist, dass eine solche Gruppe eine Form 



mit realen Coefficientenverhaltnissen in sich selbst transfonnirt , wobei es abcr, da cp sogar i*me ver- 
schwindende Beterminante baben kann, nicht ausgeschlossen ist, diesc Form 9 fur von Null ver- 
schiedene Werthe der Wj, ..., u ni u{, ..., u' n verschwindet. 

Dagegen enthalt die Note des Herrn LOEWY den Sate, jecle fintllirlic Oruppc linearer Hub- 
stitutionen eine definite HEKMiTEsche Form in sich selbst transfonnirt. 

Die Aufstellung der invarianten llEEMiTEschen Form, die zu dttm vicrton Typtw dor algeliraiKch 
integrirbaren linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung gehurt, ist den Aibeiteii von l*YriiH und 
Herrn A. LOEWY gemeinsam. Sen. 



2) Herr Loewy war so gutig, rair am 25. Jali 1907 bricflich oin solchM B@Is|i6l 
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KEMARQUES SUR UNE NOTE DE M. ALFRED LOEWY*) INTITULEE: 
SUR LES FORMES QUADRATIQUES D^FINIES A IND^TERMIN^ES 

CONJUGU&ES DE M. HERMITE. 

(Comptes rendns hebdomadaires des stances de TAcad^mie des Sciences, 1. 123, 
Paris 1896, p. 289290; Stance du 3 aout 1896.) 



Je viens de lire dans les Comptes rend us la Note dont il s'agit. [289 
M. LOEWY enonce sans demonstration ce th^oreme, qu'il correspond a tout 
groupe lineaire d'ordre fini a n variables une forme quadratique d6finie a 
indeterminees conjuguees, qui est transform^ en elle-meme quand on effectue 
les substitutions du groupe d'ordre fini sur les variables. 

Je crois devoir faire remarquer que ce theoreme n'est qu'un cas special 
des resultats d'un Memoire que j'avais public^ dans les Sitzungsberichte 
de TAcademie de Berlin (9 juillet, p. 753 769 *)), intitule Sur une classe 
d 7 equations diiferentielles lineaires et homogenes. 

Dans mon Memoire, j'ai demontr^ les deux th^oremes suivants: 

I. Soit donnee une equation differ entielle 



dont les coefficients sont des fonctions uniformes de la variable a. Si, [290 
pour toute rotation de la variable z autour d'un ou de plusieurs points sin- 



*) Comptes rendus du 20 juillet 1896, t. CXXIII, p. 168-171. 



i) M&n. LXV, p. 219 et SUIT, du present volume. B. F. 
Fnohs, mathem. Werlce. in. 31 
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guliers de 1'equation (a.), liquation fondamentale qui y appartient est satis- 
faite par les valeurs reciproques des racines de r equation resultant de 1'equa- 
tion fondamentale par le changement des coefficients des puissances de Tin- 
connue dans leurs valeurs conjuguees; si, de plus, au moins pour une de ces 
rotations, les racines de liquation fondamentale qui y appartient sont diff6- 
rentes entre elles et ont toutes le module un, il existe une forme bilineaire 
<p, composee des elements d'un systeme fondamental d'integrales tie Tequation 
(a.) co , <o ,...-, o> et de leurs valeurs conjuguees co^, w^ . .., a/: 



1 o> J + A 2 c 



a coefficients r^els et ind^pendants de ^, forme qui n'cst altrrc'e par aucune 
rotation de la variable #. 

Inversement: 

))I1. S'il existe une forme bilineaire eomposc'e dcj.s elc'nients d'un. systeme 
fondamental d'int^grales de 1'equation (a.) o> i? ci> a , ..., o> n et cle hmrs valeurs 
conjuguees w^, co' 2? ..., co ? ' t , a coefficients indqxjndarits de ,:; si, c k ii outre* , pour 
une, au moins, de ces rotations, les racines de lYqujttion fondanirutulo cjiii 
y appartient sont diif&rentes entrc elles et ont ttmten h module an; si, enlin, 
il n'y a pas une relation Imeaire et lioniogene a (t(H*ffi< t i(*nt.s c-diisfants entre 
les quantites to / (o t ', alors 1'equation fontlarnenfale cjui appartitnt a ehacjue 
rotation de la variable & est satisfaite par les valeurs nViprmjiirs des nicinos 
de liquation resultant de 1'equation fondaiiienfale par le ehnn^emeiit des 
coefficients des puissances de 1'inconnue dans leurs valeurs ecniju^u^H's. - 

Dans le no. 5 de mon Menioire mentioimr, je drniontn* qur les rrjua- 
tions difF&entielles lineaires et hoinogenes dont les in1f ; trndes n'ont. qu'un 
nombre fini de determinations, et sjwjcialeznent les ecjuafions ditiV-rrntiellos 
int^grables alg(5briquement, rentrent dans la elanse cles e : quafl<ms (.) pour 
lesquelles il existe une forme bilineaire a indcjlermiu-s ecniju^iu^es cjui ifest 
par aucune rotation de la variable. 



ANMERKUNG. 



Zu den Theoremen I., II. vergl. die Anmerkung zur Abhandlung LXV. Mit Riicksicht auf die 
daselbst in Bezug auf die Satze I., II. der No. 5 der Abh. LXV gemacliten Bemerkungen *), kann die Angabe 
der vorstehenden Note , das Theorem des Herrn ALFRED LOEWY sei nur ein specieller Fall der Besultate 
der Abhandlung LXV., nicht aufrecht erhalten werden. Sen. 



i) Vergl. axicli tlio Fussnoto dos Ilerrn A. Loewy, Matbemat. Annalen, Bd. 50, 1897, S. 561, 562. 
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BEMERKUNG ZUE VORSTEHENDEN MITTHEILUNG 
DES HERRN HAMBURGER 3 ). 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 118, 1897, S. 354355.) 



In meiner Arbeit zur Theorie der linearen Differentialgleichungen [354 
mit veranderlichen Coefficienten, welche ich vor Ablauf des Jahres 1864 
vollendete und im Januar 1865 zur Publication im Osterprogramm der stadti- 
schen Gewerbeschule zu Berlin desselben Jahres einlieferte 2 ), und welche in 
diesem Journal Bd. 66 3 ) wieder abgedruckt worden ist, habe ich in der ersten 
Nummer den Bereich fixirt, innerhalb dessen die Integrate einer Differential- 
gleichung 

d m y $*- l 

J _ Art 



deren Coefficienten innerhalb eines einfach zusammenhangenden Flachentheils 
T der ^-Ebene nur in einer endlichen Anzahl yon singular en Punkten un- 
stetig werden, im Ubrigen aber innerhalb dieser Flache eindeutig und con- 
tinuirlich sind, sich nach ganzen positiven Potenzen entwickeln lassen. 

Wenn es sich nur darum handelte zu zeigen, dass fiir eine hinlanglich 
kleine Umgebung eines von den singularen Stellen verschiedenen Punktes % Q 
der Flache T eine convergirende, nach positiven ganzen Potenzen von x x^ 



1) Neuer Beweis der Exiatcnz ernes Integrals einer linearon homogenon Differentialgleichung (nach einer Mittheilung von PAUL 
GflNTHER), Journal f. d. r. u. a. Math., Bd. 118, 8. 351-353. E. F. 

2) Abh. V, S. Ill, Band I dieser Ausgate. E. P. 

3) AWi.VI, S. 159, Band I dieser Ansgabe. E. F. 
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fortschreitende Reihe y von der Art existirt, dass y, 7 |, -, ~^J r fur a; = ^ 
beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen, und dass sie der Differential- 
gleichung Geniige leistet, so konnten wir uns auf den fur beliebige Differential- 
gleichungen von CAUCHY gelieferten Existenzbeweis berufen. 

Es handelte sich vielmehr darum zu lehren, dass fiir die linear en 
Differentialgleichungen die singularen Punkte der Coefficienten die enmgen 
Stellen sind, wo die Integrale derselben Singularitaten haben konnen; mit 
anderen Worten, dass die Eeihe y innerhalb eines a? als Mittelpunkt umge- 
355] benden bis zum nachsten singularen Punkte a hcranreichenden 
Kreises conrergirt. Hierzu war erforderlich, in Anlchnung an die CkucHYsche 
Methode (m^thode des limites) die Hulfsdiiferentialgleichung (GL -;.) No. I 
der citirten Abhandlung 1 ))' so zu wahlen, dass fur diese die Darstellbarkeit 
des entsprechenden Integrals innerhalb eines :r umgcbenden bis a hcran- 
reichenden Kreises durch eine convergentc nach gaiizen positivcn .Potonxcn 
von %-x fortschreitende Reihe xur Eyidenx gebracr-lit wirrciini kann, woraus 
alsdann nach der Methode von CAUCHY dasselbe fur (lie vorgek^te IKfiVreiitial- 
gleichung erschlossen wircl. 

In jiingster Zeit hat ein amerikanischer SchriftstolU'r*) hoi (u'legonhoit 
der Besprechung des Buches des Hcrrn HKFFTER ilher lincjjuv Differential- 
gleichungen und des Handbuches des Ilerrn SCHLKSIXUKII dlt^ ,Au%ahe uher- 
nommen, das was ich in der Thcorie der liiKtanm DiffVrcnt iaJ^leicthungen 
erstrebt habe, zn verkleinern. TJnter andorcjin will dcrstrllM! unf.f !5( i rufun^ 
auf eine Stelle in einer Arbeit des Herni TUOMK, Journal fiir (lit* n^ine und 
angewandte Mathematik, Bd. 66, p. 322, in IJtr/ujjf auf <ln Kxisirir/.l)t\vi fc is fiir 
die Integrale linearer DifFerentialglcichungijn inir die* '.Priorititt sfreili^ nmelien. 
Die vorstehende Arbeit von GUNTHKK, wclchci eine Abihulfnin^ drr von inir 
angewendeten Hiilfsdifferentialgleichimg cnthalt, gic*bt inir \VranIa,ssun^ hier 
ausdrlicklich zu constatiren, dass mir vor dem Ersc^heint'ii rneiner Frogramin- 
arbeit iiber das oben erwahnte Merkmal, welches die lincarrn Diiferential"- 
gleichungen von den nicht linearen unterschcidet, oder iibor den Heweis dor 



*) Bulletin of the American Mathematical Society, November 18%, Ser. II, Vol. Ill, No. 2 und Januar 
1897, Ser. II, -Vol. Ill, No. 4. 



AM. VI, S. 181, Band I dieser Ausgabe. B. F. 
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Convergenz von y innerhalb eines # nmgebenden bis zum nachsten sin- 
gularen Pnnkte herianreichenden Kreises weder eine Publication, noch 
auf einem andexen Wege eine Mittheilung von irgend einem anderen Mathe- 
matiker bekannt geworden ist. 

Es ist iibrigens hier nicht der Ort auf die Art naher einzugehen, wie 
derselbe Verfasser auch nacli anderen Seiten Mn durch Zusammenstellung von 
Schriften anderer Autoren, welche spater als die meinigen publicirt worden 
sind, mit den letzteren sich. historische Daten nach Belieben construirt. 



ANMERKUNG. 



Anderung gegen das Original: 

S, 246, Zeile 6, 7 wurde statt 3>die einssigcn smguliiren Htelltni drr Intojrrahi dor8illn k n sind dor ge- 
nauere Ausdruck die cinzigcn Stellen sind, wo die Intf^ral< clenn'Iben Sin^Iaritatin halicn 
konnen gesetzt. H. F. 
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ZUE THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN. 

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der "Wissenschaften zu Berlin, 
1897, XXVIII, S. 608621; vorgelegt am 20. Mai; ansgegeben am 27. Mai 1897.) 



Die Abhangigkeit der Periodicitatsmoduln des Integrals einer ratio- [608 
nalen Function des Ortes in einer RiEMANNSchen Flache sowohl von den im 
Integranden als auch von den in den Coefficienten der die RiEMANNSche Flache 
definirenden algebraischen Grundgleichung auftretenden Parametern kann in 
durchgreifender Weise nur durch das Studium der Differentialgleichungen er- 
kannt werden, welchen die Periodicitatsmoduln als Functionen dieser Parameter 
geniigen. Ich habe*) nachgewiesen, dass diese Differentialgleichungen linear 
sind, und dass ihre Coefficienten die veranderlichen Parameter in demselben 
Rationalitatsbereiche enthalten wie der Integrand und die Coefficienten der 
Grundgleichung. Fiir die hyperelliptischen Integrale habe ich bereits**) diese 
Differentialgleichungen in expliciter Form zur Darstellung gebracht, und fur 
die allgemeinen ABELSchen Integrale die Eegeln skizzirt ***) , nach welchen 
sie herzustellen sind. Es erscheint jedoch nicht iiberfliissig, fiir die wirkliche 
Ausrechnung Methoden zu entwickeln, welche eine tiefere Einsicht in die 
Beschaifenheit der Coefficienten der Differentialgleichungen gewahren, wodurch 
zu gleicher Zeit die Discussion der Losungen derselben erleichtert wird. 



*) CUELLES Journal, Bd. 73, S. 324 ff. 1 ). 
**) Ebenda Bd. 71, S. 112ff. 2 ). 
***) Ebenda Bd. 73, a. a. 0. 1 ). 



1) Abh. XIII, S. 348, Band I dioser Ausgabe. B. F. 

2) Abh. VHI, 8. 264 ff., Band I diesor Ausgabe. E.F. 

/>io *nifhor*i W/ivVa TTT 
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Im Folgenden werden drel 2ur 
dieser Aufgabe yersucht, TOB welcheu die slcli im Wesent- 
Kchen an diejenigen anschHessen, welche icli bereitt* fur die hypcrelliptischen 
Integrate*) gegeben babe, wahrend die dritte mit dor in Verbinduiig 
gebracht wild, tmter welelien da einer rationalen Func- 
tion einer Variablen z und einer Variablen 
zum vollstandigen Differentialquoticnten ** Function von 
(#,s) wird. 

Einer spateren Mittheilung die UUH dun Honultaten xu 
ziehenden Schlussfolgerungen vorbehalten blcibni. 

609] I. 

Es bedeute $ einen Integrandon rrstrr Uattun^ In rinrr fim* algebraiAche 
Function der Variablen z re]>riiHcntirc'iicIru Hir.MANNst-hrn FliU'lir voin Gc- 
schlechte jp. Wir wollen vonmssef/en, dass nur t*infarht* nud 7,11 von ein- 
ander verschiedencn endlichen AVrrtln'ii 



gehorige Verzweigungen auftrden. ('hrnlifs sriru /;, /; , . . ., /; \on einander 
unabhangige Grossen**). Den luti'tfrawli-u x lniJ v rn \ur mis ilsulurrli be- 
stimmt, dass derselbe fur p- I \viUkiirIirli vorm'si^hrif^hrnr vnu dm Ver- 
zweigungswerthen unabhangigc (inisNi-n \ 

verschwindet. 
1st 

(1.) ./ f*,L , 

so ist I 

z r> 

das Integral einer rationalen Function vim ,: iiiui .v. \Vir strlleu uns zimiiclwt 

*) CKELLKS Journal, Bel 71, S. 107- IIH mi s. Iteft.'i. ^ 

**) Yergl. CKELLES Journal, Bd. 73, S. :wr iL'U -'i i 

___ " < 



) Abh, VIII, S. 258-2SO uad 8. 'Jftl ff,, &ad I owr in# f u. 11 f , 
) Abli. Xm, 8. 841-445, Band I dltwr B. f . 
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die Aufgabe, f*.+ l von % unabhangige Grossen /5 , j8 t , ..., |8 derart zu be- 
stimmen, dass ^ . 



eine algebraische Function von #, also nach einem bekannten Satze von ABEL 
und LIOUVILLE eine rationale Function von 8 und s werde. 
Die Function 9t besitzt folgende Eigenschaften : 

1) Sie wird unendlich der Ordnung 2/Lt 1 in z = Jc und bleibt an alien 
anderen Stellen (^,5) endlich, weil wir ^, ^ 2 , ... ) ^_ 1 als von Jc unabhangig 
vorausgesetzt haben. 

2) Sie darf in der fur die Umgebung von $ = k giiltigen Entwickelung 
keine ganzzahligen negativen Potenzen von z k entlialten, da solche Potenzen 
auch nicht in der Entwickelung von -^p- auftreten konnen, 

3) -g^- muss fur (fl^, 6J, .-.., (^p-^^i) verschwinden. 



Die Bedingung 1) bewirkt, dass 9t eine Anzahl 2ft p willkiirlicher Con- 
stanten enthalt*). Von diesen tritt eine additiv auf. Fur die 2^^ 1 
iibrigen liefert die Bedingung 2) f* 1, die Bedingung 3) p 1 lineare [610 
liomogene Gleichungen. 

Es muss also 



d. k 

(3.) [*>2p 

sein, wenn nicht besondere Voraussetzungen liber die Natur der 
Flache gemacht werden. 

Wir gelangen also zu dem Resultat: 

I. Im Allgemeinen ist eine Gleichung der Form (2.) fur ^ <: 2jp 
nicht moglich. 

Wenn die sammtlichen Periodicitatsmoduln P von / einer Gleiclmng 

a^-i P 



*) Nach einem allgemeinen Satze von RIEMANN, ABELsche Functionen 5, CEELLES Journal-, Bd. 54. 
S. 122 1 ). 



liiemannH Gosammelto Mathematischo Worke, n. Auflage (1892), 8. 1,08, B. P. 

32* 
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geniigen, so ist 



eine rationale Function von (5,^). 

Es besagt also der Sate I. soviel als 

II. Im Allgemeinen ist die Differentialgleichung (4.) der 
Periodicitatsmoduln eines Integrales erster Guttung nicht nie- 
drigerer als 2p tir Ordnung. 

Dass dieselbe in irreductibler Form auch hohcrcr als Sjp 1 * Ord- 

nung ist, ergiebt sich aus meinen Untersuchungen in Journal, Bd. 73, 

S. 329 *). 

Wir wollen ein System von 2jt> Integralen rationalcr Functions C s * C,, ..., C f 
ein Fundamentalsystem*) nennen, wcnn diese Integrals nirgemlwo logarith- 
misch unendlich. werden und eine Gleichung der Form 

(5.) C\ C t + C? f C t + + V fs , C, r n (- , #) , 

wo die Grossen C von z unabhangig Hind und Sif^^v) tunr rationale Function 
bedeutet, nictt bestehen katm. Der Hut/, I. liisst sirli also iiuch. dahin aus- 
sprechen : 

la. Die Functionen J ? ^ fc) 0^'""' /4- ?: * '*^^ lfn r ' n '''und a mental- 
system. 

Bilden C 1? C a7 -.,C, cin Fundumontalsysfi'iu, uiul slncl 

/'- P * . /' . 
6n] die Periodicitatsmoduln des Intc*^rah*s C Al si> ist dir I)irnnlnan(i. k 



von Null verschieden, weil soimt 2;; von ,; unabhiinpgi* (tnissi'n ^' lT ^- f . t , . .., 
gefunden werden konnten der Bcschuffcnht'it , class 



*) Im Anschluss an eine Tenmnologie der Hewn AITELL t (.<>nwAi\ ^Ilirfirii* tics fonrtionn algt?- 
briques etc., p. 338. 



Abh. XUI, S. 849, Band I dieter Aui gtb. B. P. 
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was zur Folge hatte, dass 



eine rationale Function von (#,s) wiirde. Da A von Null verschieden ist, so. 
ergiebt sich, dass jedes nicht logarithmisch unendlich werdende Integral Q 
von (#, s) sich in die Form 



bringen lasst, wo die Grossen C von # unabhangig sind und 0t(#,s) eine 
rationale Function von (#, s) ist. Denmach ist auch im Allgemeinen Q dar- 
stellbar in der Form 



wo C , C^ ..., C^^ von ^ unabhangig sind. Die Coefficienten C l? <7 2 , ..., C^ 
in Gleichung (7.) oder C/ , C^ ..., (7 in (8.) lassen sich algebraisch aus den 
in -3-, -^- auftretenden Constanten bestimmen*). 

6^5 

Fiir (8.) ergiebt die Multiplication mit -^ auf beiden Seiten der Glei- 
chung, wenn wir die Summe der Eesiduen des Productes 



setzen, 
(10.) 



da die Summe der Eesiduen einer rationalen Function von (#, s) gleich Null ist. 
Sind die am Anfange dieser Nummer gemachten Voraussetzungen erfiillt, 
so wird ~ ~ nur in # = k unendlich. Es ist demnach 



(9a.) (A, rt = Res (fiir ^ = *). 



*) Vergl, hieriiber CRELLES Journal, Bd. 73, S, 328-329 1 ); HUMBERT, Acta Mathematica, 1. 10, p. 281; 
APPELL et GOURSAT, a. a. 0. 



i) Abh. XIII, S. 348-349, Band I dieser Ausgabe. R. F. 
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612] 2 ' 

Sei 



ein System linear unabhangiger Integrale erster Gattung, 

(la.) Cp+a =/&<** (* = l,2,,p) 

ein System von Integralen zweiter Gattung, von cler Beschaffenheit, (lass (^ an 
der Stelle (a v \) nnendlich wird wie ~ , an alien ubrigen Stellcn aber 
endlich bleibt. Die Werthe (a v bj sind willkurlich uml von einander unab- 
hangig gewahlt. Die Integrale C 1? C s , ..., C SF bildcn alsdann ein Fundamental- 
system*). 

Es ist daher 



(2.) 

wo D ,...,D a von # unabhangig Bind und 9i c.int; rationahi Function von 
(r,^) ist. 

Aus dieser Gleichung ergiebt aic:h 

(2a .) |J == D^+.<* + X)^l)^^^ 

Setzen wir 
(3.) 
so ergiebt sich aus (2.) 



Es gilt daher fur die Determinants 

< 5 -) *-:( 

die Gleichung 

(6.) E =r d' 

v ; *' o, 



*) Vergl. die analoge Untorsuchung in CEELLKS Journal, Bd. 7M f S. \\21- M* l \\ \V.TK\. auch AITKU, 
et GOUESAT, a. a. 0< 



8. 347848, Band I dieser Atwgabe. R, F. 
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wo 1-RiJ die aus den Grrossen E^ m gebildete Determinante und * die De~ 
terminante 



also 

(9a.) S R^ (C. x,) = - S 

Demnach 1st fur m<p 

(10.) 2 7 m v = 

Da aber fur m = 



und fur m<p 

(12.) S w , = 0, 

so wird, wenn. die Determinante 



gesetzt wird, 

(14.) E = <JV. 

Die Determinante $ muss von Null verschieden sein, weil 



ein Fundamentalsystem ist (Satz la. voriger Numixier). 

Die Determinante e ist ebenfalls von Null verscHeden, weil 



( ? o * = 1^1 

darstellt. 

Nach Gleichung (2a.) ist [6i 3 

wo 

(8a.) 

gesetzt worden ist. 

Nun ist fiir m < p 
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linear unabhangige Integranden erster Gattumg und 

OiA)? 0*iA)> > 0*r>6p) 

willkiklich angenommene Stellen der RrEMANNSchen Flache sind. 

Hieraus ergiebt sich. 

'I. Die Determinate E des Gleichungssystemes (10.) No. 1 ist 
von Null verschieden. 
614] Aus der Gleichung 



4. 

- L " 

folgt 



(.__::) _ _ x Res - ~ 
d. h. 

(16a.) (A, A) = 0. 

Demnach erhalten wir den Sate: 

II. Es ist 23 die Determinante eines alteniirenclen Systems 
von gerader Ordnung. 

Fur die Berechnung der Grosscn C aus den Cilriclumgen (10.) No. I 
sind noch folgende Bemerkungen von Wichtigkeit. 
Aus der Gleichung 

w 



folgt 

( 2 D ft (A,p) = 

wo wir mit D 7 " die to Ableitung nach. k bezcichnen. 
Aus dieser folgern wir die Gleichung 



(3.) (j,i) = VlfrQ-qtVFfrl + q + q^ 
wenn wir mit q a den <* ten Binomialcoefficienten von f bexeichncn. 
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Es sind daher direct nur die Grossen (0, K] zu berechnen, 
wahrend die Grossen (#, A) sich vermittelst der Gleichungen (3.) 
aus denselben ergeben. 

Wenn wir in den Gleichungen (8.) No. 1 



setzen und die zugehorigen Werthe C o , C t , ..., C bezw. mit 

bezeichnen, so ist 

(5.) 

wo 9t(#,s) eine rationale Function von (#,s) bezeichnet. 

Die Grossen fa fa ..., /J fjJHl ergeben sich aus den Gleichungen (10.) No. 1, 
welche jetzt die Gestalt 

(6.) (A, 2p) + /J 2jp _i(>l, 2$ 1) 4- ... + /3 (yl, 0) = ( = 0, 1, ...,2jp 1) 

annehmen. 

Ist II irgend einer der Periodicitatsmoduln des Integrales /, so folgt aus 
Gleichung (5.): 

Diese Gleichung stellt also die Differentialgleichung der Periodicitats- 
moduln des Integrales erster Gattung / dar, wobei die Coefficienten /J TO durch 
die Gleichung (6.) bestimmt werden. Die hier gegebene Herleitung dieser 
Differentialgleichung schliesst sich dem Verfahren an, welches ich fruher *) fiir 
die hyperelliptischen Integrale ausgefiihrt habe. 

4. 

Eine zweite Methode zur Bestimmung der Coefficienten der Differential- 
gleichung (7.) voriger Nummer, welche wir jetzt entwickeln wollen, schliesst 
sich ebenfalls einem Verfahren an, welches ich fruher **) fiir die Differ ential- 

*) CKELLES Journal, Bd. 71, S. 105-112 1 ). 
**) Ebenda S. 112 2 ), 



1) Abh. VIH, S. 258264, Band I dieser Ausgabe. E. P. 

2) Ebenda S. 264 ff. B. F. 

Fuchs. mathera. Werke. ICC^ 33 
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gleichungen der Periodidtatsmoduln der hyperelliptischen Integrale benutzt 

habe. 

Wir wollen der Einfachheit wegen die am Anfang der No. 1 gemachten 
VoraussetzuBgen festhalten. Alsdann ergiebt sich ans derselben Nummer, 
dass wir von & unabhangige Grossen 

rap* 

so bestimmen konnen, dass 



wo $ft(0,$) eine rationale Function von (^,^)*)- 

Die zweite Methode besteht in der dircctcn Bestimmung von 



616] Diese Function muss nach Gleiohung (I.) fiir die 
$ = fc nnendlich. der Ordnung 4^ t werdcn, an alien iibngen Stcllen der 
KiEMANNSchen Flachc aber endlich blciben. Bestimmen wir erne rationale 
Function 8t(#, $) von dieser Eigenschaft, HO enthillt clie^elbe norh 



willkiirliclie homogen auftretende Gonstsmten. 

Aus Gleichung (1.) folgt ferner, dass 9J(^,.v) in scinrr Entwic-keluiig in 
der Umgebung von $'k keine ganzzahligcni nt^ativrn ! > otenxn enf'halteri 
darf, weil -^ nur in den Vemvcigimgsstellen tuiondlich win! und in den in 



der Umgebung derselben giiltigen Entwickelungen kcinc ^an/y.ahligrn 
Potenzen enthalt. Diese Bedingung liefert 2y; 1 linean* lunno^itiu^ tilr 
zwischen den Constanten. Sei fenicr der Integrand .v cles Intr^rales irst?r tiat- 
tung dadurch bestimmt, dass derselbe fur die willkiirlirh {in^i'iKimmrnrn von k 
unabhangigen Stellen K, &,), (,,& 9 ), --, (Vi' Vi) verschwindr't, so muss auck 
gj 2 fiir dieselben Stellen verscliwinden. Uicse Beclingnit^ e r ^it?l>t //-I 
neue lineare homogene Gleichungen zwischen den Constanten. Die; <msummt- 
zahl der Bedingungsgleichungen ist also 3^-2. 

*) Vergl. auch CKELLES Journal, Bd. 78, S.S28-320 l j. 



. xm, S. 347-349, Band I dieser Ausgabe. E. F. 
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Es bleiben daher von den 3jp Constanten noch zwei tibrig. Hiervon ist 
eine additiv. 

SOT. fpn\ 

Daher ist g^ bis auf eine willkiirliche multiplicative Con- 
stante bestimmt. 

Aus der Gleichung (1.) ergiebt sich 



d**~ l s d 

(2.) P + 



Durch Vergleichung der Entwickelungscoefficienten in der Umgebung irgend 
einer Stelle ergeben sich alsdann die Verhaltnisse der Grossen ~ Am ge- 

rn 

eignetsten hierzu erscheint die Entwickelung in der Umgebung von z = fc*). 
Wird die Gleichung (2.) langs irgend eines Querschnittes integrirt und 
der zugehorige Periodicitatsmodul mit O bezeichnet, so ist wieder 

d zp IT d^" 1 II 



Diese Gleichung ist also die Differentialgleichung, welcher [617 
die Periodicitatsmoduln der ABELschen Integrale erster Gattung 
geniigen. 

5. 

Eine dritte Methode zur Bestimmung der Differentialgleichungen der Perio- 
dicitatsmoduln, welche wir hier noch geben wollen, zeichnet sich vor den 
beiden Vorhergehenden dadurch aus, dass wir die beschrankenden Vor- 
aussetzungen, die wir am Anfange der No. 1 gemacht, fallen lassen 
konnen. Ferner konnen wir als unabhangige Variable, von der wir die 
Periodicitatsmoduln abhangen lassen, nicht bloss einen Verzweigungs- 
punkt der EiEMANNSchen Flache, sondern einen beliebigen Para- 
meter wahlen, welcher in den Coefficienten der zwischen 2 und s 
bestehenden Gleichung auftritt und von welchem die hierzu ge- 
horige Klasse algebraischer Functionen wesentlich abhangt. 

Sei wiederum .5 ein Integrand erster Gattung und die Gleichung zwischen 
# und s 



*) Vergl. CKELLES Journal, Bd. 71, S. 112 ft'. 1 ). 



i) Abh. VIII, S. 264 ff., Band I dieser Ausgafce. B. F. 
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(1.) J"(*,S) = 

vom Grade p in s. 

Sei ein wesentlich in den Coefficienten dieser Gleichung enthaltener 
Parameter, so ist 

(2.) -gj- = + o l s+- + iV-i^ Hl 

(3.) ^ = A + jM + '-' + ft-.* 1 - 1 , 

wo , ff i? ..., a , /J , /Jj, ..., jS^ rationale Functionen von z bedeuten, welche 
auf bekannte "Weise hergestellt werden konnen. 

Durch. wiederholte Diiferentiation der Gleichung (2.) nach z und An- 
wendung derselben Gleichung, sowie dutch Reduction der hoheren Potenssen 
vermittelst der Gleichung (l.) ergiebt sich 



wo ^o? a a? ? a a,/*-z rationale Functionen von z sind. 

Ebenso ergiebt sich durch Differentiation der Gleichung (3.) nach | 

d*<? 

( B ^ = & + &* + + ht-*^> 

wo /J a , |8 2l , . . ., /J^^ rationale Functionen von ^ sind. 

618] Wahlen wir in (4.) A = 1 7 2,... ? ^-1, so konnen wit aus dicsem System 
von (* 1 Gleichungen und aus Gleichung (5.) die Gtossen v, /, /, . . ., /?'*"* 
eliminiren und erhalten demgemass 

^^ ^ 9 ,-. 6.*? ,^ S'"" 1 ^ 

(6.) r = jf ft5 + 34 _ + ... + ^^ , 

wo lf zo , M" Z1 , ..., -M"^^ rationale Functionen von z sind. 

Es ist wohl zu beachten, dass es nicht nothig ist, dass in Gleichung 
(6.) die Ableitungen nach auch wirklich bis zur (fi l) ten ansteigen. 

Nun ist % 



oder 



la 
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wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem a eine gerade oder un- 
gerade Zahl 1st, und wo durch. die oberen Accente Ableitungen nach % an- 
gedeutet werden. 

Wir erhalten also aus Gleichung (6.) 

(8.) ^ = [&-&* + ^-'MiS]*, 

wenn wir mit dem Zeichen = die Gleichheit bis auf die Ableitungen ratio- 
naler Functionen von (#, s) nach der Variablen $ bezeichnen. 
Es giebt aber ausnahmslos von z unabhangige Grossen 

Pol Pl9 "M A, 

von der Beschaffenheit, dass 

(9.) P.' + h^ + - + (* v 

wo 3l(#, s) eine rationale Function von 
Wenn wir also 

(10.) p l = M IO -M; I + 

setzen, so muss 



der Differentialquotient einer rationalen Function von (#,s) [619 
sein. 

Die notliwendigen und Mnreichenden Bedingungen dafiir, dass eine ratio- 
nale Function G(z,s) von (B^S) der Differentialquotient einer rationalen Func- 
tion von (#, s) 1st, sind die folgenden*): 

1. Die Residuen von &(#,$) sind sammtlich. Null. 

2. 1st C 1? C 2 , . .., C 2p irgend ein Fundamentalsystem von ABELschen In- 
tegralen, so besteht die Gleichung 

SEesC^ff^,^ = 0. (m = i,2,...,2i) 

Die Bedingungen unter 1. sind fur Gr(#,$) = 8 von selbst erfiillt. Denn 
da -g- nur da unendlich 1st, wo s unendlich wird, also nur in den Ver- 



*) Vergl. HUMBEKT, a. a. 0. 
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zweigungsstellen, und in den fur die Umgebung derselben gultigen Ent- 
wickelungen negative Potenzen nur mit gebrochenen Exponenten enthalt, 
und weil die Residuen der Ableitungen rationale! Functionen von (?,$) ver- 
schwinden miissen, so ergiebt die Congruenz 

^. s P.a, [Gl. (8.)] 

class auch die Residuen von P z s, folglich auch die von S verschwinden. 
Es verbleiben also nur die Bedingungsgleichungen 



(12.) 2 Res SC = S Bes [ ]S P + - + & P^] st = 0, (w - 1, 2, . , ., 2-p) 

welche 2jp lineare homogene Gleichungen fur die 2p + l Unbekannten /J , ..., /J tp 
liefern. 

Nachdem wir die Verlialtnisse der Grossen /? aus diesen Gleichungen 
bestimmt haben, ergiebt die Integration der Gleichung (9.) fiber eincn be- 
liebigen Querschnitt die Differentialgleichung 

(n.) &ii + &-^ + -" + / 

der Periodicitatsmoduln der ABBLschen Integrale crster Gattung als Functionen 
von |. 

6. 

Die Ordnung der Differentialgleichung (II.) der Periodicitatsmoduln von 
J kann niedriger als 2jp sein. Wenn namlich schon ft + 1 (^ <: 2p) von r un- 
abhangige Grossen /5 , /J 1? . .., /? sich so bestimmen lassen, dass 

H (!), S a = (j8 P + /I 1 P 1 + - + ^P^)^ = ^(^), 

wo 8f(f, 5) eine rationale Function von (#,$) 1st, alsdann ist auch 
(2.) ^ oS + ^ i |. + ... + /Jf[ | = ^. 3i( . ;S)j 

wo 91(^,5) eine rationale Function von (0,5). Die Integration der Gleichung 
(2.) iiber einen beliebigen Querschnitt ergiebt also die Differentialgleichung 

(30 An + fi,- + ". + 
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von der ft cen Ordnung fur die Periodicitatsmoduln der Integrate/ als Functio- 
ned von |, 

Da aus der Gleichung (3.) sieh ergiebt, dass die Periodicitatsmoduln von 



sammtlich verschwinden, so ist 



wo ^(^,5) eine rationale Function von (-^,5). 

I. Es ist also das System der Functionen /, ~p , ^fjlf- dann 
und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn die niedrigste Ord- 
nung der Differentialgleichung (3.) p = 2p, d. h. wenn die Glei- 
chung (1.) fiir nicht weniger als ft + l = 2jp + l von ^ unabhangige 
Grossen /J , ...,]8 V erfiillbar ist. 

In dem Falle, dass /, -^-, -, -^jzr ^ Fundamentalsystem darstellt, 



folgt wie in No. 1 Gleichung (8.) fur die unabhangige Variable ft, dass fiir 
ein beliebiges Integral Q, welches nicht logarithmisch unendlich wird, 



(5.) 

wo die Coefficienten C ahnlich wie dort durch die Gleichungen 
(6.) 



bestimmt werden, worin 

^T^ d^J d l s 
(7.) (A , p) = ^ Res -e|?r el 1 " 

gesetzt ist. 

Wenn die Integration in (5.) liber einen beliebigen Querschnitt er- [621 
folgt, so ergiebt sich: 



wo T jedesmal den mit II correspondirenden Periodicitatsmodul des Integrales 
Q bezeichnet. 
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Hieraus folgt in tfbereinstimmung mit Mheren Kesultaten*): 

II. Enthalt 4?- dieGrosse|in demselben Kationalitatsbereich 

fl 7 

w i e ^ so driickt die Gleichung (8.) aus, dass T mit E zn der- 
selben Klasse der in Bezug auf die Variable | gebildeten linearen 
homogenen Differentialgleichungen gehort 

1st z. B. T] em von | tinabhangiger wesentHcher Parameter in den Coeffi- 
cienten der die algebraische Function $ von z bestimmenden Gleichung 

(9.) F(*,s) = 0, 

und ist 



alsdann ist 



Demnach folgt aus Gleichung (8.)**): 

IIL Die zur Differentialgleichung der Periodicitatsmoduln 
der Integrale / gehorige Substitutionsgruppe andert sich nicht 
stetig mit TJ. 



*) CBELLES Journal, Bd. 71, S. 91 ; Bd 73, S. 330. Dieso Bericlite 1888, S. 1275 1 ). 
**) Diese Berichte 1888, S. 1278 2 ). 



1) AXh. Vni, S. 241, Abh. XIII, S. 349, Band I diesor Ansgabe und Abh. LIV, S. 17 dieses Band!, E. F. 
>) S. 21 dieaes Baudea. B. F. 



ANMERKUNG. 



Anderungen gegen das Original. 

S. 249, Zeile 4 des Textes wtirde auftretenden Parameters hinzugefugt, 

254, Gleiclmng (5.) p = 1, ,..., 2# statt p = 0, 1, . .., 2jp, 

256 wurde in den Gleichungen (2.) und (3.) statt des Derivationszeichens D bezw. D% das 

Zeichen D bezw. T>1 gesetzt, 
257, Zeile 11, Gleichungen (10.) No. 1 statt Gleichungen (11.) No. 1, 

8 v. u. wobei die statt deren, 

7 v. u. dieser Differentialgleichung statt derselben, 
258, 1 benutzt statt eingeschlagen, 
259, 8 v. u. von der statt wovon, 
262, 1 wurde in der vor Umgebung gestrichen, 

3 v. u. wurde eine eingeftigt und der Gleicbung (2.) statt derselben gesetzt, 
263, Gleichung (5.) C zp ^ statt C 2p . R. F. 



Fuclis, mathem. Wcrko. III. 34 




LXEL 

ZUR THEORIE DEB, SIMULTANEN LINEAKEN PARTIELLEN 

RENTIALGLEICHUNGEN; 

(Sitzungsbericlite der Konigl. prenssisclien Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1898, XVI, S. 222233; vorgelegt am 17. Marz; ausgegeben am 24. Marz 1898.) 



Die gegenwartige Notiz kruipft an die Untersuchungen an, welche [222 
ich seit dem Jalire 1888 in verscMedenen Mittheilungen der Sitzungsberi elite*) 
veroffentlicht habe. Der Ansgangspunkt unserer Untersucliung ist Mer von 
dem friiher eingenommenen dadurch verschieden, dass ich weder iiber die 
Natur der Coefficienten der vorgelegten Differentialgleichung, noch. iiber die 
analytische Bedeutung der Coefficienten in dem Ausdrucke der Ableitung 
der Integralfunction nach einem Parameter etwas voraussetze. Hiernach be- 
schaftigen wir uns mit einer Klasse von zwei simultanen linearen partiellen 
Differentialgleichungen mit zwei unabhangigen Variablen. An die Stelle der 
associirten DifFerentialgleichung (H.)**) tritt eine allgemeinere Klasse von 
Differentialgleichungen, von welchen die erstere ein besonderer Fall ist. Die 
im Folgenden ausgefiihrten Entwickelungen bilden die Grundlage fiir die 
analytische Untersuchung der Integrale einer linearen Differentialgleichung, 
deren Coefficienten von einem Parameter abhangen in alien Fallen, sobald 
besondere Voraussetzungen iiber die Coefficienten gemacht sind. Sie gestatten 

*) 1888, S. 1115, 1273; 1889, S. 713; 1890, S. 21; 1892, S. 157; 1893, S. 975; 1894, S. 1H7 1 ). 
**) Sitzungsberichte 1888, S. 1118 2 ). 



i) Abb. LIV S. I, LIX S. 117, LXn S. 169 dieses Bandes. R. F. 

*) 8. 5 dieses Bandes. E. P. 

34* 
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nicht nur, friiher gewonnene Eesultate von einem neuen Gesichtspunkte aus 
herzuleiten, sondern sie geben auch Gelegenheit zu weiteren Resultaten, wie 
ich in einer spateren Mittheilung zeigen zu konnen hoffe. 

Es moge bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass sich in der Mit- 
theilung in den Sitzungsberichten 1888, S. 1284, Gleichung (15.) bis (2 1.) 1 ) 
ein Rechenfehler eingeschlichen hat, welcher den dort gegebenen Beweis be- 
eintrachtigt. 

1. 

Es seien P(y), M.(y) zwei lineare liomogene DifFerentialausdrucke, deren 
223] Coefficienten Functionen von x, von der BeschaiFenheit sind, dass M(y]P(y} 
fiir eine willkiirliche Function y von a? ein vollstandiger Differ entialquotient 
werde. Seien P f (y), M'(y) die zu P(y\ M(y) beziiglich adjungirten Diffe- 
rentialausdriicke, so ergiebt sich aus den Entwickelungen (Sitzungsberichte 
1888, S. 1273 74 2 )), dass auch 



ein vollstandiger Differentialquotient werden muss, wofiir die Identitat 
(1-) P'(M(2/)) + Jf'(P(y)) = 

die nothwendige und hinreichende Bedingung ist. 

Aus derselben folgt, dass fur eine Losung y der Gleichung 

(2.) 



der Ausdruck M(y) der adjungirten Differentialgleichung geniigt 

Die Gleichung (1.) ist nur erfiillbar, wenri die Summe der Ord 

nungszahlen von P(y) und M(y) eine ungerade Zahl ist. 
Setzen wir 



(A.) 
wo / } die A t6 Ableitung nach x bedeuten soil, und 

(BO M(y) = 2 [B Mf M y^ + + ^ 1|0 y], 

so muss demnach die Ordnungszahl der hochsten nicht ver 

1) Abh. LIV, S. 2728 dieses Bandes; vgl. die Anmerlcung 4) S. 71 dieses Bandes. B. P. 

2) Abh. LIV, S. 1516 dicsos Bandes. R. F. 
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schwindenden Ableitung in M(y) die Form haben ?e-l-2x, wo x 
Null oder eine ganze positive Zahl bedeutet. 
Sei 

(C.) Z = 

wo B(u,v) eiiien bilinearen Ausdruck von u,v bedeutet, dessen Coefficienten 
sich rational aus den Coefficienten von P(y) und ihren Ableitungen zusammen- 
setzen (vergl. Sitzungsberichte 1888, S. 1273 1 )), und wo R solche Functionen 
von x sind, dass die Gleichung 



fiir jede Function y von x befriedigt wird. Aus (D.) ergiebt sich zur Be- 
stimmung der R^ das System von Differentialgleichungen 



a = o,i,.'.. J -i 



wo die JR mit einem negativen Index durch Null zu ersetzen sind. 

Aus Gleichung (C.) ergiebt sich der folgende Satz: [224 

Sind die Coefficienten von P(y) algebraische (rationale) 
Functionen von x und sind von einem Losungssysteme R der 
Gleichungen (E.) die Elemente 12 n _ ebenfalls algebraische (ratio- 
nale) Functionen von X, so sind auch die iibrigen Elemente alge- 
braische (rationale) Functionen von x. 

2. 

Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die Coefficienten p c( in P(y) 
ausser von x .noch von einer anderen Variablen t abliangen. 
Wir differentiiren die Gleichung 



(i.) 

nach t und erhalten, wie in den Sitzungsberichten 1888, S. 128 1 2 ) 



1) Ebenda S. Jo dieses Bandes. R. F. 

2) Ebenda S. 24 dieses Bandes. E. F. 
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Wir setzen jetzt 

(3.) & = Dy + Dif+-+l>wir- 

Die Differentiation dieser Gleichung nach % ergebe nacli Reduction der 
Ableitungen von y hoherer Ordnung als n l durch die niedrigerer Ordnung 
vermittelst der Gleichung (1.) 



Substituiren wir die Ausdriicke (3.), (4.) in Gleichung (2.) und fordern, 
dass das Resultat in Bezug au y, y', ..., y (n " x) eine Identitat werde, so ergiebt 
sicli das folgende System von Differentialgleichungen fur die Functionen D . 



(fur gn -2) 



V 

'~' 



wo die Grossen D~ mit einem negativen Index durch Null zn ersetzen sind. 

3. 
Setzen wir 



W a? = ~f- 
225] so folgt zunachst aus R , == R a 

J v 05p pOS 

C 1 -) TT^ = W fa . 

Aus den Gleichungen (E.) ergiebt sich: 

(2.) 

^ ; 



et n -t i Tt n ~ tt e 



-_,, 



Ferner folgt aus (E.), (E.), (F'.) 

d H- 



H-I / ^7? 

a, [^ + A. ^j - ( w.,^ - 5%!=. 
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Aus (1.) und (2.) folgt demnach 

W -4-ti W /a = 0,l l ... ) w 

-* W -i,p + P-pW u , n -i, =:l 



welches System mit (E.) iibereinstimmt. 

I. Es geniigen also die Functionen W demjenigen Systeme 
von Differentialgleichungen inBezug auf die Variable #, welches 
von den Functionen JR befriedigt wird. 

Bezeichnen wir daher ein Fundamentalsystem von Losungen der Glei- 
chungen (E.) mit JRJJ, JB, . . ., BJ, wo 



(A \ 

(4.) y = 

und 

/o; = 0, 1 ... ti I 
^ = ? a , ^0.1... f 

P P \ = 1, 2 . . . v 

so ist 

m T/F / 7? ( 

w-; s " c i-^ 

worin die Giossen c x von a? unabhangig sind. Diese Gross en behalten 
fiir alle Combinationen von a, /J denselben Werth, haben aber im 
Allgemeinen verschiedene Werthe fiir die verschiedenen Losungen 
D des Gleichungssystems (F.), (F'.) und fiir die verschiedenen 
Losungen JR . des Gleichungssystems (E.) im Ausdrucke von W~ in 
Gleichung (G.). 

4. [226 

Ehe wir unseren Gegenstand weiter verfolgen, schalten wir folgende Di- 
gression iiber Systeme von linearen DiiFerentialgleichungen mit zwei unab- 
hangigen Veranderlichen ein. 

Sei - 

d# 
(1.) -j = a ft ^ + a ft ^ + --- + a f . B ^ n . (t= i,2,...,n) 

Es soil festgestellt werden , wann ein Fundamentalsystem von Integralen dieses 
Systems gleichzeitig das System 

(2.) 4|L = l^ + b^ + ^ + t^ (,'=1,2,...^) 

befriedigt. 
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Hierzu 1st zunachst die notbwendige Bedingung, dass die Gleichungen 



identisch erfiillt sind. 

1st 

*, *, ..., * < = l,2,...,n) 

ein Fundamentalsystem von (1.), so- soil (2.) befriedigt werden dutch 

(4.) *< =. Mi* + c * + *"' + (? **> (* > !; 

wo die c,c a , ..., Functionen bloss von sind. Substitution wir die Aus- 
driicke (4.) in (2.), so erhalten wir 

wo 



Es ist 



oder nach (3.) 



Hieraus folgt 

/r\ \ ^ >~ T> 

(9.) r = $;I-L., 

v ; Q X xi ft 

Aus (9.) folgt 

(\ft^ P , = /u 

i, AU j - L |ia / 

227] wo y^ von x unabhangig. Substituiren wir die Ausdiiicke (10.) in (5.), 
so kommt 

(\-\\ ^L^,_j ! ^g . = V 

V- 1 - 1 "/ Af *ti^ ~ ^)/ ^A 



x 



Hieraus folgt 

dc 
(12.) - 
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Aus diesen Gleichungen bestimmen sick c 4 , c 2 , ..., c n als Functionen von L 

1st 



ein Fundamentalsystem von Losungen von '(12.), so 1st 



wo tfj, # 27 ..., d n willkiiiiiche von x und f unabhangige Grossen bedeuten. 
Es geniigen demnach. 

(14.) * t = * 1 u; lf +.-. + * fl t(? n< , (1 I 2,.. ) 

wo 



den beiden Systemen (1.) und (2.) fur beliebige von a? und unabhangige 
Werthe von * 1? * 1? . . ., * ft . 

5. 

Sei eine bestimmte Particularlosung JD^ von (F.) 7 (F r .) gegeben, so 1st 
jede Losung des Systems (F.), (F'.) in der Form 

(1.) Daf = ^ + ^ 

enthalten, wo die Grossen E , durch. das Gleichungssystem 

(K.) 2sL = E-E 



bestimmt werden. 

Sei nunmehr vorausgesetzt, dass eine Losung JR des Systems (E.) der 
Gleichung 

w<o) _ _!!1L_L 'v FT? 7) co) -u 7? 7) (0) 1 _ 

YV - -- 1" J:l " JJ ~r rfc -* - U 



Geniige leistet. Dass solche Losungen JK - vorhanden sind, ergiebt sich [228 
daraus, dass fur die Systeme (E.) und (L.) die Bedingungen der Integrabilitat, 
Gleichungen (3.) voriger Nummer, erfiillt sind. 

Sei JB ( a ^, JB^, ..., E ( y ein Fundamentalsystem von Losungen des Systems 
(K.),(K'.), so ist nach-No. 3 Gleichung (J.) 

Fuchs, raatliem. Werte. HE. ' 35 
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wo c ix von x unabhangige Grossen bedeuten. Aus dieser Gleichung folgt 
wegen (L.) 
(M.) 



Wir bilden diese Gleichungen successive furA = l,2,...,n f und multi- 
pliciren die zum Index A gehorige mit einer von & unabhangigen Grosse y^ 
addiren sammtliche Gleichungen, setzen 

und bestimmen y x , y 2 , ..., y n * den Gleichungen 

(4.) y l c rA -H y 2 c n -\ h y w a c na x = (x = 1, 2, . . . , v) 

gemass, so ergiebt sich 

n-~i 
/IVT' \ *v"^ / ~D 7y _i_ 7-? 77" N . r\ 

o 

Die Functionen E' enthalten 



.. g 2 

von a; unabhangige willkurliche Grossen linear und homogen. 

6. 

Um die Abhangigkeit der Functionen JS' von den willkiirlichen Grossen 
besser hervortreten zu Iassen 5 setzen wir 



Hierdurch gehen die Gleichungen (M'.) iiber in 



(M C2) .) 



M-l 

Sx- 



229] Durch Differentiation der Gleichungen (N.) nach # ergiebt sich mit Hiilfe 
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der Gleichungen (E.), (K.), (KV) 

/a =t fi 

//-^ v T ~" IJb ^ IL . n -t- 'It.. n IJb , -+- 'II H, ~ I ' ' 

(0.) a 

a aa = 0. 
Sei 
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-|9 ,! 4- l? n _ a -!, /s, 



(1.) 



A = 



und (> xz die zu JR^ gehorige Unterdeterminante der Determinante A. 
Die Gleichungen (M (2) .) ergeben alsdann 



~ * 



willktir- 



Die allgemeine Losung des Gleichungssystems (O.) enthalt 
liche Constanten. Daher ergiebt sich das folgende Kesultat: 

1st A von Null verschieden, so liefern die Gleichungen (P.) 

die Werthe der Functionen JE' , wenn in demselben fiir a die 

dp * P 

allgemeine Losung der Gleichung (O.) gesetzt wird. 
Aus den Gleichungen (E.) folgt 



Da R = 



folglich auch 9a = 0Jo , so folgt 



folglich 



S* A-/. Si 

Si Pn-i Sx Piy. -Kn-i, x = A A 



Sei 
(2.) 



E = 



E 



p 7? 

n-i.o - L/ n 1,1 



35* 
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230] Bezeichnen wir mit e^ die zum Elemente JB^ gehorige Unterdeterminante 
von E, so folgern wir aus den Gleichungen (K.), (K'.) 



o o 
M : 



n-l P n "I 

Sx e -i,X r~ ^*-i,x-i + -n-i,-i ^n-x ~ Sz ft -^n-^x 
o L i j 



Nun ist 

n2 -i 
SA 

00 



i wi n i 

, x-i + Sx e -i, * -E n -i, x-i ^ Si Sx 



x-i == 



iSx 





-i.x = Si Sx 



Endlich ist 



folglich 
(E.) 



dE 



Bezeichnen wir mit E' die Determinante, welche entsteht, wenn wir in 
E an Stelle von E a ^ die speciellen Functionen JEf^ treten lassen, so ergoben 
die Gleichungen (P.) mit Riicksicht darauf, dass R = R uncl folglich auch 



(S.) 



A n E' = A"- 1 



wo 



= 0. 



Aus den Gleichungen (M C2> .) folgt 

( 6 <*af = ~^, 

Es folgt also aus Gleichung (S.): 

Fur eine ungerade Ordnungszahl n der Differentialgleichung 

(6.) p(y) == 
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1st identisch entweder 

(7.) A = 0, 

oder 

(7a.) E' = 0. 

Da sich aus den Gleichungen (Q.)> (&) ergiebt 

(8.) 4-r^* 

^ ' ' E' = *, 

wo y, S von x unabhangige Grossen bedeuten, so muss nach. Gleichung (S.) 

(9.) A = ySe^^ 

sein. In der That folgt aucb. mit Hiilfe der Gleicbungen (O.) direct, dass 



(10.) A = 

wo C von x unabhangig. 

Ans den Gleichungen M ergiebt sich auch 



Da R^ = R^ so folgt aus (F.) 

(ii.) S B fe ., - 

7. 
Wir setzen 

(i.) R*. n -*iF- + R*.-*ir-* + -'- + R*y = w ^ ( = o,i,...,ni) 

wo JK. Losungen der Gleichungen (E.) und y irgend eine Losung der Gleichung 

(2.) P(y) = 

bedentet. 

Nach No. 1 ist w fl-1 ein Integral der zu (2.) adjungirten Differentialgleichung. 
Wir erhalten unter Benutzung der Gleichungen (E.) 

(T.) -^ = -W 

wenn wir w_ % == setzen. 
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232] 1st 

(3.) A = 0, 

so ergeben sich aus (l.) zwischen , w^ ..., w n ^ die Relationen 

(4.) Pox WD + * w i + + ?-!,* w -i = ' fr^O,!,...,**-!) 

Sind insbesondere die Coefficienten p^ rationale Functionen und die 
Functionen R af in Gleichung (1.) rationale Losungen von (K.) 5 so folgt 
aus dem Umstande, dass jede Ableitung von w nach x eine lineare homogene 
Function von w , ..., w n ^ mit rationalen Coefficienten 1st, aus Gleichung (.), 
dass schon zwischen 



eine lineare homogene Relation mit rationalen Coefficieuton stuttlindet 
besondere ergiebt sich dann, dass die zu (2.) adjungirte DifFerentialgleiclmng 
und folglich auch die Difterentialgleichung (2.) reductibcl ist. 

Wenn wiederum die Grossen JR^ den Gleidnmgen (L.) genii^en, so 
ergiebt sich nach Gleichung (4.) No. 2 

L " ^" J o L t> ' 

Der Coefficient von y (Q} in dieser Summe ist: 

also 

_* - 

woraus sich ergiebt 



Durch Vergleichung der beiden Werthe von ^ r ^ 7 welch e aus den 
Gleichungen (T.) und (T.) unter Zuhulfenahme der Glciclmngen (K.), (F.), 
(F'.) erhalten werden, ergiebt sich die Relation: 

(U.) 2(xV~fy a ) = 0, (-/. r= 0, I,...,nl) 



welche wir bereits in voriger Nummer Gleichung (11.) unmittelbar aus den 
Gleichungen (P.), (P'.) hergeleitet haben. 
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Nach Gleichung (C.) 1st [233 

(5.) Z = W M J^- + W II _ I !^-+...^ w,y. 

Die DiiFerentiation nach. x unter Benutzung der Gleichungen (T.) und der 
Gleichnng 

(6.) P(y) = 

ergiebt, wie es sein muss, 



Diiferentiiren wir die Gleichung (5.) nach. , und wenden hierbei die Gleichung 
(4.) No. 2, ferner die Gleichungen (T'.) und (6.) an, so ergiebt sich aucli 

(7a.) _ a 



ANMERKUNGEN. 



1) Anderungen gegen das Original. 

S. 269, Zeile 5 v. u. noeh von statt von nodi, 

271 zwischen (4.) und (J.) &$ = JKJ& statt % - ^v, 

Zeile 14 unabhiingig sind Ktatt unaUluuiglgc* (IroKsen 

273 vor bezw. nach den Gleidumgen (K.), (K'.) XoiU* 12 bi'./w. it v. it. w* ili*' (trssen 
E a p bestimmt wcrdcn statt wo JK a ^ liostiimat \vini, 

Zeile % u. 4 v. n. die Bedingungcn crfiillt hind statt <iir lirdin^un^ iTfulIt I^t, 
276, 1 Elemcnte statt Gliede. 

2) Zur vorstehenden Arbeit erlattbo ich niir eini^I^iiKTkuii^c'U xu iaai'hin, di j iuir t,.'iH'ii'iut orjirlu'incn, 
zur Klarung des Her gegebcncn Formelsystems bcixutra^en. 

Setzt man 

- / - / 



</?-*> 



wo D = D (yj ,y 2 , ...,?/) die Determinant.!; von y n ?/ (J , . .., ?/ ;i i-t, ;M i. t 

cw -^----^ + y,.,,,,. (J ::;;;;;; ') 

wo p x die Coofficienten von (A.) der No. 1 sind, und j/, T // a , . ..,# u *iu Funi;init-iit <I. \ f 4 ia VMH lnfi'i r nthn 
dieser Gleichung darstcllen. 

Bildet man nun die Ausdriicke 



so gentigen die Gross en JB a p den Glcichungcn (K) der X u, 1, w?nn ii i (J 
x unabhangig gewa'hlt werden. 

Soil, wie in No. 1, R a p = E^ a sein, so muss c iVm = c yj - gftnoinmcn werdon. 

Geniigen y n y s , ..., y ft den Gleichungen (4.) der No. 2, so int 
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weil aber 

(*.) y-^-== 

so folgt 



Die Grossen TF a ^ der Gleichungen (G.) No. 3 werden also zu Folge (y.) und (e.) 

n n fif> i n i 

^ = 2* 2* ^f * jx - 2* Pfy Au. + x A^ + Sx 

d.h. 

n W 5yj 

(W TT B? 

Aus (C.) ergeben sich aber sofort die Gleichmngen (H.) und der Satzl der ]STo. 3. 

Die Gleichungen (C.) lehren weiter, dass dieGleichungen (L.) derNo. 5 dann und 
Bur dann bestehen, wenn die Grossen c^ in (y.) von t unabhangig gewahlt werden. 

Die Gleichungen (K.) und (K r .) der No. 5 werden, wie die Differentiation nach x mit Be- 
nutzung von (/?.) zeigt, befriedigt durch die Ausdriicke 



wo wiederifm d^ beliebige von x unabhangige Grossen sind. 
Nun ist 



also folgt 

n i n n 

(&) a ap = 2%-^5C/?-^c = 2i 

wenn 



gesetzt wird. 

Die Grossen a a p geniigen also den Gleichungen (E.) der No. 1, woraus die Gleichungen 
(0.) der No. 6 ihre Erklarung finden. 

Damit a a o = ap a und a aa = werde, muss 

W *u = ~^, ^ = 

genommen werden. 

Fiir die zu den Grossen JK^ (Gleichungen (3.) der No. 6) gehorige Substitution (d^) folgt also 

(*te) = (<tec)(*x) 
oder 

(*x) = (cftcr i (**x). 

Da, wegen (i.), die Zahl der Grossen 6^ n { n ~~. J ist, so enthalten die Grossen JE^, wenn die Gleichungen 

(M'.) der No. 5 bestehen sollen, in der That n ( n ~~ty. w iiiktirliche Constanten. 

2 
Fuchs, mathoin. Worko. in. 36 
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Aus (a.) folgt 



Also ergeben die Gleichungen (y.) 

^00 ^10 



. . . tt ltt 



** 1,0 



D 2 






d, h. also sofort die Gleichungen (Q.) und (8.) der No. 6. 
Weiter ergiebt die Gleichung (#.) 



und 



(i.) 



OO 



A = 



^00 



also die Gleichung (R.) der No. 6. 

Zum besseren Verstandniss der No. 7 ist zu. bcachten, dass 



o o i i' ' ' 

Setzt man also in den Gleichungen (1.) der No. 7 

(v.) y = Cj yj -f c a y, 4- 
so wird 

((>.) W TO = dt U ml + <?2 MS + 

wenn 



(m n, i,... , u 1} 



gesetzt wird. 

Da die Grossen c- x wegen des Bestcliens der (xleidnui^ou (L.) der No. 5 (ViTl . } vun 
sind, so lehi?en die Gleichungen (e.) in Vcrldndung mil (v.) und ((/.), dass die, (t loir. hurt i r en (T'.) der 
No. 7 nur dann richtig sind, wenri die Grossen c\- in (v.) von t u n a I* h iu* f r I j, r 
werden. 

Dann aber ergiebt sich fur Z (Gieiclmng ^5.j der No. 7) 



ft 7 f) y 

was unmittelbar -= = und - = zur Folge hat. 
dx dt to 



It. F. 



LXX. 



ZUE THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONED. 

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1898, XXXIV, S. 477-486; vorgelegt am 7. Juli; ausgegeben am 14. Juli 1898.) 



Die gegenwartige Notiz kniipft an ,eine Untersucliung an, welche icli [477 
in den Sitzungsberichten der Akademie vom Jahre 1888 an 3 ) iiber die Periodi- 
citatsmoduln der hyperelliptischen Integrate angestellt habe. Bilden y^ y^ ..., y 
ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung (G.), welcher 
die Periodicitatsmoduln eines Integrals erster Gattung als Functionen eines 
Verzweigungswerthes x geniigen, und sind y^y 9 ^ ---j^ ^ e Ableitungen der- 
selben nach oj, alsdann sind die Fnnctionen y^y^ Losungen einer Diffe- 
rentialgleicliung j0(2p l) ter Ordnung (H.) ? welche wir nach. einer spater ein- 
gefulirten Bezeichntingsweise*) die 2p 2 te Associirte der Gleicliung (G.) nennen 
wollen. 

In der oben bezeichneten Untersuchung fiihrte icli ftir den Fall der ultra- 
elliptischen Integrate (p = 2) aus, dass die Gleichung (EL), welche in diesem 
Falle sechster Ordnung wird, reductibel sein muss, indem icli unter Zu- 
hulfenalime der Sustitutionsgruppe der Gleichung (G.) nachwies, dass die 
Gleicliung (H.) eine rationale Losung besitzt**). 



*) L. SCHLESINGEK, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 2. Theil, S. 127, 
Leipzig 1897. 

**) Vergl. Sitzungsberichte 1889, S. 713 if. 2 ). 



1) Abl*. LIV, S. 1 if. dieses Bandes. E. 

2) Ebenda 8. 34 ff. R. F. 



36* 
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Spater 1st fur die allgemeinen hyperelliptischen Integrale erster Gattung 
derselbe Satz bewiesen worden*), indem ebenfalls durch Anwendung der Ton 
mir**) aufgestellten Substitutionsgruppe der Gleichung (G.) die Existenz einer 
rationalen Losung der 2p-2 teE Associirten der Gleichung (G.) erhartet wird***). 
Daselbstt) wird iiberdies der explicite Ausdruck dieser rationalen Function 
entwickelt. 

In meiner oben erwahnten Untersuchung habe ich weiter fur p = 2 axis- 
478] gefiihrt, dass die Keductibilitat der genannten Associirten die WBIER- 
STRAssschen Relationen zwischen den Periodicitatsmoduln der hyperelliptischen 
Integrale erster und zweiter Gattung lieferttt). Das Gleiche fin dot fur einen 
beliebigen Werth von p stattttt). 

* Bedeutet aber (G.) die Differentialgleichung 2p ter Ordnung, wdoher die 
Periodicitatsmoduln eines allgemeinen ABELschen Integrals erster Gat- 
tung geniigen), und (H.) die Ip 2 to Associirte von ((*.), so ist die (Inter- 
suchung der letzteren nicht auf demselben Wege ausfiihrbar, HO lunge nicht 
auch fur den allgemeinen Fall der Periodicitatsmoduln clcT AiiELschen Integrale 
die Substitutionsgruppe der Gleichung (G.) aufgestellt ist. 

Ich. will nun in der folgenden Note zcigen, wie man jetet ohm* Kcnnt- 
niss dieser Substitutionsgruppe aus der Beatimmungs\vtiist k , welehe Ich 
fur die Coefficienten der Differentialgleichung der IN.Tiodicitjitsinoclulu der 
AsELschen Integrale entwickelt habe), unmittclbar und auf viol emfachere 
Weise fiir den allgemeinen Fall der A'BKLschon Intogrsih; inichweiHeii 
kann, dass die 2p 2 to Associirte von (G.) cine Losung Ixtsit'/l t welc.he in it 



*) Von meinem Sohne RICHAEB, in seiner im CiiELLKschen Journal, lid. Ill), abf,^druditni Inau- 
guraldissertation, welche ich im Folgenden mit R. F. bczoiclmcn wcrdo. 
**) CRELLES Journal, Bd. 71, S. 100 if. 1 ). 
***) K F. S. 4-7. 
t) K F. S. 7-12. 
ft) Vergl. a. a. 0. S. 717 2 ). 
tft) Vergl. E.F. S. 12-17. 

) Vergl. CKELLES Journal, Bd. 73, S. 329 ff. 3 ). 
) Sitzungsberichte 1897, S. 608 ff. *). 



1) Abh. Vin, S. 251-252, Baud I dieser Ausgate. R. F. 

2) Alh. LIV, S. 39 dieses Bandes. B. F. 

8) Abh. XIII, S. 349 ff., Band I dieser Auegabe. R. F. 
4) AM. LXVIH, S. 249 ff. dieses Bandes. R. F. 



ZUR THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONED 285 

den Coefficienten von (G.) zu demselben Rationalitatsbereiehe gehort (also 
auch. reductibel 1st). Der Nachweis wird eben dadurch gefiihrt, dass eine 
solche Losung unmittelbar aus den fur die Coefficienten von (G.)*) aufge- 
stellten Gleicbungen zu entnehnaen ist. 

Wir zeigen alsdann, dass die Relationen, welcbe die Reduetibilitat aus- 
driicken, zu den RiEMANNSchen Relationen zwischen den Periodicitatsmoduln 
der AsELschen Integrale erster und zweiter Gattung fuhren. 

1. 
Wir betrachten ein System von Differ entialgleichungen : 

(A.) -^ = <**yi + <**y* + + <*toy, (*=i,2,...,n) 

wo mit a>ft gegebene Functionen von x bezeicbnet werden. 

Wir bezeicbnen mit y M y w . . ., y ln (A = 1, 2, . . ., n) ein Fundamentalsystem 
von Losungen desselben und setzen 

/T \ ^ 

(B.) y^y^i-yny^ = % ? 

so dass [479 

( . 
^ v 

Aus (A.) ergiebt sich. dann: 



Es geniigen daber die Grossen W B fur 

A = 1, 2, ..., w; ft = 1, 2, ..., 

dem Systeme von DifFerentialgleicliungen: 

diV n n 

(C.) -^ = S % v z + S z v * ; 

worin yfe = 1, 2, .. .,%; ? = 1, 2, . . ., n 

= 0. 



*) In den Sitzungsberichten 1897, S. 615 J ). 



Abh. LXYHI, S. 257 dieses Bandos. R. P. 
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Hat insbesondere das System (A.) die Form 



(A,-) 



. 

dx 



dx 



a. h. in dem Falle, wo y tt , y tl , .. ., y nl ein Fundamentalsystem von Losungen. 
der Differentialgleichung ter Ordnung 



d n 



ist, so nimmt das System (C.) die Gestalt an: 



(C,) 

worm wieder V K = i 

4 8o] 

Sei 



n M 1 

^n. _ w . V 

' pf " lt n ^" J ' m 



l 



,'X {> 

7Ai setzcn ist. 

2. 



k- l/A-'MW- 'I\ 

I - l/A... t n^-I/ 

(k ::-..: 1, U, . . . , n- 1) 

(7 . -. I,^...,n-l) 



ein ABELsclies Integral erster Gattung*), so gcnilgch die Periodicitutsinoduln 
desselben der linearen Differentialgleichung : 



wo o? einen Verzweigungswerth der EiEMANNSchen Fliicho bedeutet, und wo 

*) Yergl. Sitzungsberichte 1897, S. 609 x ). 



2) Abh. LXVHI, S. 250 dieses Baudes. E. F. 
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die Grossen ^ durcli das System von Gleichnngen 

bestimmt sind*), wenn wir 

(F.) (A, p) = > Ees - 

setzen**). 
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daf 



Das System (Aj.) wird in uniferem Falle 



(A,.) 



dx 



dx 



ttu) 



Es geniigen also i\r diesen Fall die Grossen u m , welche in voriger 
mer definirt worden sind, dem Systeme von Different! algleichungen : 



(C,) 

worin wiederum v ljt 
Nun ist***) 

(a.) 



t dx 

, dkn 



^SP /J 

"k+i,n ~~ jLim Pm ^k, ?; 



V / /t ~" 1 

= V n) i +1 2jmPm'Vm+i,ll 



= t> H , ^ = zu setzen 1st. 



[481 



,A) = -a,f); (A, A) = 0. 



*) Sitzungsberichte 1897, S. 615, Gleichtmgen (6.) 1 ). 
**) A. a. 0. S. 611, Gleichung (9.) 2 ). 
***) A. a. 0. S. 614, Gleichung (2.); S. 615, Gleiclmng (6.); S. 614, Gleichung (16.) und Gleicliung (16a.) 8 ). 



1) Abb. LXVIH, S. 257 dieses Bandes. B. F. 

2) Ebenda S. 253. B. P. 

3) Ebonda S. 256, 257. E. P. 
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* Durch Vergleichung der Systeme (C f .) und (G.) ergiebt sich also: 
I Die Gleichungen (C t .) besitzen die Particularlosung 

(H.) % = (S-M-1), 

welche von der Wahl des Fundamentalsystems von Losungen 
0u>y M > ># de * Gleichung (D,.) unabhangig ist. 

Die Grossen (A, p) sind nach den Gleichungen (F.) ulgebraische Functio- 
nen von 05, wahrend die Grossen ^ nach den Gleichungen (E.) y,u demselben 
Rationalitatsbereiche wie (A, ^) gehoren. 

Die Anzahl der in den Gleichungen (Cy) auftretenden verschiedenen 
Grossen v m ist 

(2 .) oaB fciU,, (s/ ,.i). 

Aus denselben Gleichungen folgt durcli Differeiitiation nurli ./* 

d m v > w 

" - 



(TO) 



wo A B mit (t k zu demselben llatioTialitatsbc^rdch goliorifj:^ alj^rbraisrhr Kunc- 
tionen von x sind. Wird successive 7/1 == 1 7 2, . .., a fjcsrt/,t, mul \v<T(lcn uus 
den entstehenden Gleichungen alle v n init Ausnalnnr vein r <in . rliminirt. , so cr- 
giebt sich fur v . eine DifFerentialgleiclnuig 



deren Coefiicienten P ; . mit /^. zu domsolbcn ItjitiousilitiitslKTricli p'htirrn. 
Aus I. folgt nunmehr: 
II. Jede der Differentialgieirlnui{j;t'n (.1.) bi'sit/t j*' t-iu :il{j;e- 

* i:l 1 i 

braisches Integral v tt p = (-!, 0-1), wulc*bes mit /i. , also mit /'. '/u 
demselben Ration alit at sb or eich gehtirt; J edr dis'r 'I)i ffVrrnt ial- 
gleichungen ist also reductibel. 

Die in der Einleitung deiinirte Associirte (??.-2) lltr ()nhnuii; unsfn-r DitiV- 
rentialgleichung (D 4 .) wird aus (J.) fur a = 1, = 2 rrhalh'ti: 
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Derselben geniigt nacli dem Satze IL 

(4.) v 12 = (0,1) = -(1,0) = -^Res-gj; 

Nach den*) gemachten Voraussetzungen 1st in dex Umgebung von s = y> 



(5-) 

= 2 (z x* cp (#) -\ 

Da fur (A,^) die einzige Residuenstelle die Veizweigungsstelle z = x ist, so 
folgt 

(6.) (0,1) = -? (4 

Fiir die hyperelliptischen Integrale ist beispielsweise 



wo 
also 



(8.) (0,1) = -- 



Die 2^9 2 te Associirte der DifFerentialgleichung der Periodicitatsmodulii der 
liyperelliptischeii Integrale besitzt also das rationale Integral ^r/^r? ein Kesultat, 
welches bereits in der Einleitung erwahnt worden ist**). 
Da aus den Gleichnngen (C 2 .) gefolgert wird 

(w> cw) ^^^^ (H) ^ a ~ 1 t; / 9 

(K.) H = S^ + S + .^ + S^--, 



(Id) 



wo J?^ mit den P l zn demselbeii Rationalitatsbereiche gehorige algebraiscne 
Functionen von x sind, so ergiebt sich: 

III. Die Differentialgleicliiingen (J.) gehoren sammtlich zu 
derselben Klasse, in dem Sinne, welcher dieser Bezeichnung in 
meinen friiheren Untersuchnngen***) beigelegt worden ist. 



*) In den Sitzungsberichten a. a. 0. S. 609 l ). 
**) Vergl. R. F. S. 12, Gleichung (18.). 
***) Vergl. Sitzungsberichte 1888, S. 1275 2 ). 



1) Abh. LXVm, S. 250 dieses Bandes. E, F, 

2) Abh. LIV, S. 17 dieses Bandes. R. F. 

Fuclis, matliem. Worke. III. 37 
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Die Satze II. und III. bilden also die Verallgemeinenmg der in der Ein- 
483] leitung erwainten Satze iiber die zu den Differentialgleichxmgen der Peri- 
odicitatsmoduln der hyperelliptischen Integrale gehorigen Associirten auf die 
Associirten derjenigen Differentialgleichungen ,- welchen die Periodieitatsmoduln 
der allgemeinen AsELSchen Integrale geniigen. Der Beweis dieser Satze ist 
ohne Zuhiilfenahme der Gruppe der Differentialgleichung der Periodicitats- 
moduln erbracht, indem direct aus der Gestalt der Associirten die rationalen 
Losungen, welche denselb.en geniigen, hergestellt wurden. 

3. 

In meiner erwahnten Notiz*) liabe ich bereits darauf hingewicsen, class 
die von WEIERSTRASS zuerst hergeleiteten Relationen xwischen den Periodi- 
citatsmoduln der hyperelliptischen Integrale xmmittelbare Folgerungen Hind aus 
der Reductibilitat der Associirten (2p 2) tt)r Ordmmg der JHtfercntialgleichung, 
welcher die Periodicitatsmoduln geniigen. Die Kcchnung tindet sic.li <lasilbst**) 
fiir die ultraelliptischen Integrale ausgefiihrt. Spater ist ciioselbe fur die 1 hyper- 
elliptischen Integrale iiberhaxipt ausgefiihrt woi'den***). 

Wir wollen nunmehr zeigen, class die in der Tlnumo dor ullgo- 
meinen ABELschen Integrale vonliiEMANN horgclcitott'n Itrhitio- 
nen zwischen den Periodicitatsmoduln der Integrals (>rstcr und 
zweiter Gattung ebenso unmittelhare Folgorun^ou <lir in der 
vorigen Nummer gegebenen Keductibilitatssatzc* I. tmd II. <lar- 
stellen. 

Die EiEMANNSchen Belationen lassen sich natnlieh in dio folfrc^ndo I^onu 
bringen : 

Ist C l7 C 2 , ..., C 2J> ein Fundamentalsystem von Ain-xschon Int(^ral(n, welches 
nirgendwo in der RiEMANNschen Elachc logaritliniisdi uiuaicllieh \\rrclm t), so 
kann man ein Periodensystem A ld , B kl (A = 1,2,...,;;) vim C sci wiihiou, class 

*) Sitzungsberichte 1889, S. 7H-717 1 ). 
**) A. a. 0. 8. 717 2 ). 
***) Vergl. 11. F. S. 12-17, 
t) Vergl. Sitzungsberichte 1*897, S, 612 ? ). 



i) AWi. LIV, S. 3639 dieses Bandes. K. P, 

a) Ebenda S. 39. K. F. 

3) AWi. LXVin, S. 254 dieses Bandes. E. F. 
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Wir wollen nun zunachst zeigen: 

(S.) Wenn die Gleichung (L.) fiir ein beliebig gewahltes Fu.nda- 
mentalsystem Cf, C^, . . ., C^ erfiillt ist, so besteht dieselbe Glei- 
chung fiir jedes andere Eundamentalsystem C 1? C f , , C S1> . [484 

Es ist namlich zunachst 

wo die Grossen % C ml von & unabhangig sind und Sft m (#, s) eine rationale Func- 
tion von (#, s) bedeutet**). 

Sei nun A, J?^ } dasjenige Periodensystem, fiir welches nach unserer Vor- 
aussetzimg die Relation 

p 
(2.) 



_ As 

1 

besteht. 



Ist Aft, B kl das entsprechende Periodensystem fiir C 7 , ? so folgt aus (l.) 



also 
(3.) 



I 

Andererseits ist 



Aus (3.) und (4.) ergiebt sich aber unsere Behauptung. 
Nun folgt aber aus dern Satze L voriger Nummer, dass von x unab- 
hangige Grossen <J, (J l5 6 X 2 , .. ., * c derart bestiiiiint werden konnen, dass 

fti\ x (n ) , <* (13) , i s,^- J ' w) fi i 1 ~(\ x 

(5.) #i% + * a %+ ' + *<* % = -(fc-l,Z-l)*, 



*) Vergl. APPELL et GOUESAT, Fonctions algebriques etc., p. 142, 143. 
**) Vergl. Sitznngsberichte 1897, S. 611 x ). 



i) Abh. LXVm, S. 253 dieses Bandes. R. F. 

37* 
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wo die *' die ihnen in No. 1 "beigelegte Bedeutung haben, wahrend die Grossen. 
(A, ft) dutch die Gleicbing (F.) No. 2 definirt sind. 

Wir wahlen jetzt fur y u , y n , ...,y nl insbesondere ein Periodensystem des 
Integrals 7, und fur y a ,y a ,...,y* das entsprechende Periodensystem von 
ff ~ lj . Fur diese speciellen Functionen ^ ergiebt sich aus der Definition 

^/gZl * 

der Perioden ernes ABELSchen Integrals, dass, wexra x einen Umlauf volkieht, 
welcher s in sich. selbst jmriickfuhrt, y u in eine lineare homogcnc Function 
T0 n y iz , y^ ..., y^ mit ganzzahligen Coefficienten ubergeht. Durch den- 
selben Umlauf geht daher ^ in eine lineare homogene Function von 



(U) (is) <n-l f n) 



485] mit ebenfalls ganzzahligen Coefficienten fiber. Andererselts blcibt der 
Ausdruct (A,(*) seiner Bedeutung nach bei demsclbon llmlaiile YOU .r unge- 
andert. Da aber ^ ein Fundamentalsystem der Gleichungc^i ((- a .) darstcllt, 
so ergiebt die Gleicbsetzung des Ausdruckes der linkc^n S^iti* chr Glelchung 
(5.) vor und nach dem Umlaufe von x flir die Grosscn S^ S^ . .., cL ein 
System linearer Gleichungen mit ganzzahligen Coc;fticicntcn. Ks sind 
daher A A ..A rationale Zahlen. 

o x ? GI 7 ' <>i 

Sei 



wo l3 s 2 , ...,e a ganze Zahlen sind, von der 15eschafFtMtheit ? class sm nicht 
samnitlich denselben Theiler haben. Es ist also 



Nehmen wir # = r, so erhalt die Gleichung (5.) die K<*nn 

(12) . (13) (n-l.tt) ... 



/n \ 

(7.) 

Auf bekannte Weise*) lasst sich nun zcigen, (lass das Feriodtaisystem 
y ld so gewahlt werden kann, dass die Gleichung (7.) wird 

/o \ 

(8.) 



*) Vergl. die auf die Periodicitatsmoduln der Integrale crster Gattung boziiglic'hn Siitzc von CLKHHCH 
und GORDAN (ABELsche Functionen, 29), Satze, welche ihre Gultigkcit bchaltcn fiir niclit lo^arithmisch 
unendlich werdende Integrale iiberhaupt. 
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Setzen wir 



und bezeichnen mit -4^,5^ (A = 1, 2, ...,j0) dasjenige Periodensystem von 
fur welches die Gleichung (8.) statt hat, so erhalt U H die Form: 



Ferner ist 

"%r^^ a*- 1 * a z "V x^-o s fd 7c " i j\ a z ~v x^ 

(Jo 1, Z 1) = ^ B/es ^^ z , 1 = > Res -^ F^T ~5~r^r ^ 

^^^^~/ OtJC G(X/ .^^^n/ O<v \ Oiv y U^C ^^^^J 

Die Gleichung (8.) wird daher 

aa o) 



(10.) 



f(0) 



Dieselbe findet fur C, 05 , C^, - .., C, welche ein Fundamentalsystem bilden*), [486 
statt, folglich nach dem Satze (S.) fiir jedes Fundamentalsystem von 
Integralen C 1? C 2 , ..., C n . 

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass die Satze in No. 2 zusammen mit 
der Gleichung (7.) noch anderweitige Consequenzen ergeben, auf welche ich 
bei anderer Gelegenheit einzugehen mir vorbehalte. 



*) Vergl. Sitzungsbericlite a. a. 0., S. 610, Satz la 1 ), 



l) Ata. LXVIII, S. 252 dieses Bandes. E. P. 



T 



' I 



ANMERKUNG. 



nderungen gegen das Original. 

S. 283, Zeile 2 wurde hinter 1888 an eingefiigt, 

Fussnote **) 1889 statt 1888, 
290 *) 1889 statt 1888, 
291, Zeile 4 wurde so besteht eingefiigt, 
5 wurde >besteht unterdruekt, 
13 wurde hinter Gleichung (2.) besteht hinssugefugt, 
292, l wurde die Jiinter wo eingefiigt, 
293, Gleichung (10.) ^ statt ^. R F 



LXXL 

BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DEE ASSOCIIRTEN DIFFEEENTIAL- 

GLEICHUNGEN. 

(Sitznngsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1899, XIII, S. 182195; vorgelegt am 9. Marz; ausgegeben am 16. Marz 1899.) 



. Das Folgende enthalt einen Auszug aus weiteren Untersuchungen [18* 
iiber die mit einer linearen, homogenen Differentialgieichung 2w ter Ordnung 
(A.) verbundenen Associirten n iQ * Ordnung (H.), deren Theorie ich in den 
Sitzungsberichten 1888, S. 1115ff. *) eingeleitet und in spateren Mittheilungen 
daselbst fortgesetzt habe. Es wird die Frage/wann die associirte Differential- 
gleichung ^ ter Ordnung reductibel sei, welche wir bereits fiir den Fall erledigt 
hatten, wo es sich um die Differentialgleichungen der Periodicitatsmoduln der 
ABELschen Integrale handelt*), fur den allgemeinen Fall wieder aufgenommen, 
indem wir die nothwendigen und Mnreich.enden Bedingungen ftir die Reducti- 
bilitat zur Darstellung bringen. Das hier eingeschlagene Verfahren giebt zu- 
gleich liber die Art, wie die Reductibilitat sich bewerkstelligt, Aufschluss. 
Hieran schliesst sich der Nachweis, dass die Bedingungen der Reductibilitat 
fiir den Fall erfiillt sind, dass die Adjungirte der Differentialgleichung 2w ter 
Ordnung mit dieser zu ein und derselben Klasse gehort. 

Endlich wird der Satz^ welchen ich an der bereits erwahnten Stelle**) 
aufgestellt und mit Hiilfe einer gewissen quadratischen Form Z bewiesen 



*) Vergl. Sitzungsberichte 1889, S. 713 ff., und 1898, S. 477 ff. 2 ). 
**) Sitzungsberichte 1888, S. 1115 ff. 3 ). 



1) Abh. LIV, S. 1 ff. dieses Bandes. R. JP. 

2) Abli. LIV, S. 34 ff. und Abh. XLXX, S. 283 ff. diesss Bandos. E. P. 
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hatte, dass die Losungen der Associirten (H.), durch die Quadratwurzel der 
Hauptdeterminante der Differentialgleichung (A.) dividirt, einer Differential- 
gleichung (H'.) geniigen, die mit ihrer Adjungirten zu derselben Klasse ge- 
hort, durch. ein neues Verfahren begriindet, welches den Vorzug hat, in die 
Natur der Coefficienten des Differentialausdruckes, durch welch en die Losungen 
von (H'.) mit denen ihrer Adjungirten zusammenhangen, einen tieferen Ein- 
blick zu gewahren. Wir haben zwar im Folgenden in den Entwickelungen 
uns auf die Betrachtung des Falles, wo n = 2 1st, beschrankt. Es ist jedoch 
sichtbar, dass der allgemeine Fall keine Modiiication der Methode erfordert. 

183] 1. 

Sei 

(A.) y ( * + Piy+P*y ( "+M'+p*y = o 

eine Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten der unabhangigen Va- 
riablen x, deren Losungen sich iiberall bestimmt verhalten. 

Sei* y^ 2/ 2 , y^ y^ ein Fundamentalsystem von Losungen der Glcichung (A.) 
und werde gesetzt 



so geniigen diese sechs Functionen einer linearen, homogenen Biiferential- 
gleichung sechster Ordnung*): 

(B.) tt (tt + P 1 tt w + P a ^ + J?8 ttW + J?X ) + P 8 w' + P B 2* = 0. 

Die Losungen derselben verzweigen sich in denselben singuliiren Punktcn 
wie die Losungen von (A.) und verhalten sich ebenfalls iiberall bestimmt. 

Es soil festgestellt werden, unter welchen Umstanden die Difterential- 
gleichung (B.) reductibel wird. 

Hierzu mache ich von einem Satze Gebrauch, welchen ich in den 
Sitzungsberichten**) gegeben habe, dass eine Klasse von linearen, homogenen 

*) Vergl. Sitzungsberichte 1888, S. 1118 1 ). 
**) Vergl. Sitzungsberichte 1888, S, 1276 3 ). 



i) ALh. LIT, S. 5 dieses Bandes. E. F. 
a) Ebenda S. 13. R. P. 
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V 

Differentialgleichungen im Allgemeinen m ter Ordnung, in welcher sich eine 
reductible beimdet, aucli solche enthalt, deren Ordnnng kleiner 1st als m. 

Soil also die Gleiclmng (B.) reductibel sein, so giebt es rationale Func- 
tionen B^ JS 1? ..., B & von der Art, dass die Functioneii 



(2.) U k = S^+ 

einer linearen, homogenen Gleiclmng geniigen: 
(C.) 



wo JBTj, jK" 2 , ..., iT 6 constante Grossen bedeuten. 

Sei a ein bestimmter der singular en Punkte, in welchem sich die 
Losungen von (A.) und (B.) .verzweigen, und seien r t , r 2 , r g , r 4 die Wurzeln 
der zu a gehorenden determinirenden Fundamentalgleichung von (A.). 

Wir wollen der Einfachheit der Darstellung wegen voraussetzen (die 
Eesultate werden von dieser Voraussetzung nicht beriihrt), dass nicht das [184 
Doppelte der DiiFerenz zweier der Grossen r k eine ganze Zah.1 wird. Bedeuten 
alsdann y t , y^ y^ y^ die beziiglich. zu > t , r 2 , r s , r 4 als Exponenten gehorigen 
Losungen von (A.), und setzen win 

^ = ^+^-1, ? 8 = r 1 +r 8 -l, 3 = r 1 + r 4 -l, 
(o.J 

P 4 = r 1 + r 3 -l, ft = ^+^- 1 ^ = n + ^- 1 v 

so gehoren die Functionen ^ beziiglich. zu den Exponenten g k und die Func- 
tionen U lc beziiglich zu den Exponenten a^. = g^ + g^ wo g^ eine ganze Zahl 
bedeutet. 

Das Bestehen der Gleichung (C.) erfordert, dass wenigstens zwei 
der Grossen g k sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. Der 
iiber die Grossen r jc gemachten Voraussetzung zufolge kann es aber unter den 
Grossen g k 'nicht mehr als zwei geben. die sich um eine ganze Zahl unter- 
scheiden. Wir konnen die Bezeichnungsweise der Grossen r l5 r 2 , r 3 , r 4 so 
wahlen, dass ^ x und $ 6 diejenigen beiden der Grossen g k bedeuten, deren 
DifFerenz eine ganze Zahl ist; alsdann muss die Gleichung (C.) die Gestalt 
annehmen : 

(C'.) 3^ + ^ = 0. 

Fuclis, inatliein. Worke. III. 38 
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2. 



Mogen die Losungen y k nach irgend einem Umlaufe W iibergehen in: 

(D.) (&) = ^yi + ^yi + ^yt+^y^ (=1,2,3,4) 

alsdann erleiden die Functionen w. durch denselben Umlauf die Substitution: 



(IX.) 



wo die Summation in Bezug auf Jc von 1 bis 6 zu nehmen ist, und wo 

/7 7\ 

\n ft ' " - * a a """"" cc cti 



(E.) 



gesetzt worden ist. 

Aus den Gleichungen (2.) voriger Nummer und aus (1)'.) ergiebt Rich, 
dass durch den Umlauf W die Functionen U k die Substitution 

185] 



\* (Di) = 5 
erfahren. 

Soil aber die Gleichung (B.) reductibel werden, so musa nach voriger 
Nummer [(C.)], und den fiber die Grossen r k gemachten Voraussotzungcn zu- 
folge : 



sein, wo A eine Constante bedeutet; d. h. 
(F.) 



. = 0, 

= 
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Die beiden letzten Gleichungen liefern zusammen die Bedingungsgleichung: 

= 0. 



Sind umgekelirt die Bedingungsgleichungen (F.) erfullt, so folgt, dass 
die Function: 

(GL) < f = K l u l +K 9 u 9 

nach dem Umlauf W iibergelit in 

(GK.). (?)-*'?, 

wo A' ebenfalls einen constanten Factor bedeutet. 

Sind die Bedingungsgleichungen (F.) oder (F.) fur alle Umlaufe W der 
unabhangigen Variablen erfullt, so wird demnach die logarithmische Ableitung 
der Function cp eine rationale Function sein. Damit die Gleichung (F.) fiir 
alle Umlaufe erfullt werde, ist aber nothwendig und Mnreichend, dass dieses 
fur die urn die einzelnen singularen Punkte der Gleichung (A.) vollzogenen 
Umlaufe (die Fundamentalumlaufe) gescMett. 

Wir erhalten also die folgenden Satze: 

I. Die nothweiidige und hlnreichende Bedingung dafiir, dass 
die Gleichung (B.) reductibel werde, ist die, dass die Beziehungen 
(F.) oder (F.) fiir alle Fundamentalumlaufe der unabliangigen 
Variablen bestehen. 

II. Im Allgemeinen wird die Gleichung (B.) in dem Sinne 
reductibel, dass sie rnit einer linearen, homogenen Differential- 
gleichung erster Ordnung mit rationalen Coefficienten ein In- 
tegral gemeinsam hat. 

Der zweite Satz bestatigt sich in der That an den Differential- [186 
gleichungen, welchen die Periodicitatsmoduln der ABELschen Integrale Ge- 
niige leisten*). 

Hieran moge noch eine Bemerkung angeschlossen werden. 



*) Vergl. Sitzungsberichte 1889, S. 715, 1898, S.481 1 ). 



i) Abh. LIV, S. 36 und Ata. LXX, S. 288 dieses Bandes. B. F. 

38* 
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Die Anzahl der in einer beliebigen Differentiulglcichung vierter Ordnung, 
deren Losungen llberall bestimmt sind, ausser den singuliiren Punkten auf- 
tretenden Parameter ist grosser als die Anzahl der durch die Cileiehungen 
(F.) fur die einzelnen Fundamentalumlaufe denselben uufzuerlegenden Be- 
dingungen. Hieraus kann a priori geschlossen werden, dass, wenn die singu- 
laren Punkte von vorn herein festgelegt werden, man diese Parameter stets 
so bestimmen kann, dass die zweite Asaociirte tier Diffenmtialgleir.hung vierter 
Ordnung reductibel wird. 

3. 

Wir wollen nunmehr eine specielle Art von IHfftTontwlgldelmngon vierter 
Ordnung behandeln, for welche die Bedingnngen fur die* Krduetibilitat der 
zweiten Associirten, welche wir in den vorhergelienden Xufiimrrn gegeben 
haben, erfullt sind. 

Es werde vorausgesetzt, dass die Adjungirte der DiHVrentiulglt'irhung (A.): 

mit (A.) zu derselben Klasse gehort. 

Seien wieder r i? r s , r 8 , r 4 die Wurzeln der m einein singuliiren Punkte a 
gehorenden determinirenden Fundamentalgl(?icrhung und // s1 // 3! // a! // 4 Lcisungen 
von (A.), welche bezuglich zu den Exponent(n r l? r^ r^ r A ^rhorrn. ISrdiuiteu 
^1)^7^85^4 ^ e bezuglich zu y l < ) y^y^y l suljungirfen I,osunj;t'n vun (A'.), so 
gehoren dieselben bekanntlieh bezuglich zu den Kxponrntrn: 



Unserer Voraussetzung gemilss giobt t?s rational** 

^0 ^U ^f! -^ 3 

von der Beschaffenheit, dass: 



fiir jede Losung y der Gleichung (A.) der (ileirhung (A'.) (n/niige leistct. 
Da die Exponenten, zu welchen die Functionen A(y k ) ^^hciren, sirh bezuglich 
187] von r k um ganze Zahlen unterscheiden, so milssen, von udditiven ganzen 
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Zahlen abgesehen, r t + 3, ..., r 4 + 3 bis auf die Reihenfolge mit r 1? .. ., r 4 
iibereinstimmen. 

Wir machen der Einfachheit wegen die Voraussetzung, dass fiir keinen 
der singularen Punkte zwei der Grossen r k um ganze Zahlen von einander 
verschieden sind oder 2r ft eine ganze Zahl wird. Dann zerfallen die Wurzeln 
in zwei Gruppen zu je zweien, und in jeder dieser Gruppen ist die Summe 
der Elemente eine ganze Zahl, und diese Gruppirung ist nur auf eine Weise 
moglich. Wir wahlen die Bezeichnung so, dass r^r^r^ + r^ ganze Zahlen 
sind. Alsdann ergiebt sich: 

I. Die Determinante A der Substitution (D.) ist der positiven 
Einheit gleich. 
Ist namlich 

(2.) , = - jL$a(x a}, 



so ist: 

(3.) ri + r 3 

Es ist also a eine ganze Zahl, und daker die Hauptdeterminante des 
Fundamentalsystems y^ . .., y^ eine rationale Function, woraus sich unmittelbar 
ergiebt: A = l. 

Wir haben nunmehr 

(4.) ? 1 = ft^i(y f ), ^ = ft^(yi), ** = v>* A (y}i ** = t*<A(yj, 

wo ^, ^ 2 , ft s , <fx 4 constante Factoren bedeuten. Wenn dem Umlaufe W die 
Substitution (D.) der y k entspricht, so ist die Substitution, welche # 1? # a , ^ 3 , ^ 
durch denselben Umlauf erfahren, nach Gleichung (1.): 



(5.) 



P. 
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Bekanntlich erfahren die Elemente #,, ...,# 4 durch den Urnlauf W die 
zur Substitution (D.) reciproke Substitution. 

Bezeichnen wir daher die zum Elemente a u adjungirtc Unterdeterminante 
mit AH, so erfahrt nach dem Umlaufe W das System z^ ..., ^ die Substitution 



Durch. Vergleichung mit (5.) folgt demnaeh: 



188] 



(70 



ft 



A 

l\ "~~" 



A M = * 



= cc. 



A = ^~ A = - A 

41 "32 7 rt K 31 J *\ 

ri p 2 



Setzen wir: 
(8.) 



j\ ^ ^ ^, ...... y<I) ^ ^ 

A, A A A 'v (B) A A 

n Al n^ r\^ n a . y^ ? 4 \ ; . a *\ h . 
^ &2 "i4 *~ A A:4 ^tt === 7/i' ? ^jLi A^ "- - 

so ist nach bekannten Determinantensatecn : 



(9.) 

(l-Oo 7^ 
Andererseits folgt vermittelst der Gleiclmiigen (7.): 



(10.) 



ft 

^*v ft. 
ft "ft 



^' 



ft ft 
"ft 



f* 2 ft 

ft 

f* a 

ft 



ft 

&. 

ft* 



BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER ASSOCIIRTEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. SOS 

Aus (9.) und (10.) ergiebt sich: 

'-^- + l)(24), = 0, 



(11.) 



& A _ l)( 2 3) 3==0) ' 



Aus diesen Gleichungen folgt, dass im Allgemeinen: 

(12.) j ^ = - ft ' 

( ft = - ft 



[189 



sein muss. Analog, wie die Gleichungen (9.) und (10.), ergeben sich die 
folgenden Gleichungen: 



(13.) 



2 = (34), = (12),, 



(14.) 



= ~S" (34)z ' 

'= (12) 4 = -g-( 

'= ( 12 ) 6 = f- 

ftj (* s 

Die Form 

verwandelt sich durch den Umlauf W in 
(16.) (cp) = 



= ( 12 )s = -e( 34 ).' 



= (12), = (34).. 
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wenn das Verhaltniss ^- den Gleichungeu: 

), = 0, 



geniigt. Aus den Gleichungen (17.) und (I7a.) folgt vermittelst der Gleichungen 
(13.), (14.) der gemeinsame Werth: 

(18.) * = -*' 

Nach den Gleichungen (13.), (14.) 1st ferner 



(19.) 
190] Es hat demnach die Form 



die Eigenschaft, nach dem Umlaufe W in 

(20.) ( ? ) = 

iiberzugehen. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sicli: 

II. Die zweite Associirte einer mit ihrer Adjungirten '/u dcr- 
selben Klasse gehorigen Differentialgleiohuiig vicrtc^r Ordnung 
ist reductibel*). 

In Ubereinstimmung mit II. voriger Nummer folgt aber ferner aus Glei- 
chung (20.) die Art, wie die Eeductibilitat sich herstellt, niimlich: 

III. Die zweite Associirte wird durch cine Function befrie- 
digt, deren logarithmische Ableitung rational ist. 



*) Diesen Satz hat mem Sohn RICHAED in einer demnachst m veroffentlicliendon Arbeit auf einera 
anderen Wege bewiesen 1 ). 



i) Ygl. Journal f. d. r. n. a. Mathematifc , Bd. 121, S. 205209 n Uber lineare Differentialgleicliungaa , wekhi mit Ihrer Adjnn- 
girten zu derselben Art gehoren". E. P. 
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4. 

Ich habe friilier*) fur die n** Associirte einer Differentialgleichung 2n tcr 
Ordnung 



namlich 

(2.) u w + P^- + + P v u = 0**) 

nachgewiesen, dass dieselbe zu ihrer Adjungirten: 

(3.) v v+Q i if-*+... + Q vV = o 

in der Beziehung steht, dass 
(4.) . u = 



1st, wo H die Hanptdeterminante von (1.) und 4 , J. 1? ..., ^^ rationale 
Functionen von x bedeuten, oder, was dasselbe bes.agt, dass die Differential- 
gleiclmng fiir ~^= mit ihrer Adjungirten zu derselben Klasse gehort. Ich 

Vjff 

habe daselbst***) diesen Satz mit Hiilfe einer aus der Function u und ihren 
Ableitungen gebildeten quadratischen Form bewiesen. Ich will hier den- [191 
selben Satz durch eine andere Methode herleiten, welche den Vorzug hat, in 
die Beschaffenheit .der Coefficienten A k . eine tiefere Einsicht zu gewahren. 
Ich beschranke mich dabei, ohne der Allgemeinheit Abbruch-zu thun, auf 
den Fall, dass die Differentialgleichung (l.) von der vierten Ordnung ist. 

Es sei also y^y^y^y^ ein Fundamentalsystem von Losungen der Glei- 
chung : 

(la.) 2/ (4) 4-^ (3) -f .-+j? 4 y = 0, 



deren Integrale iiberall bestimmt sind. Es mogen dann u^u^u^ . ..,w 6 die- 
selbe Bedeutung haben, wie in Gleichung (1.) No. 1. 



*) Vergl. Sitzungsberichte 1888, S. 1116 ff.*). 
**) Vergl. a. a. 0. S. 1118, Gleichung (H.) 2 ). 
***) Vergl. a. a. 0. S. 1120 8 ). 



1) Abh. LTV, S. 2ff. dieses Bandes. R. F. 

2) E"benda S.*. B. F. 

8) Etenda S. 7 8. B. F. ~* 

Fuolis, inuthem. Werlce. HI. . 39 
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"Wir wollen 

(H.) u*uf + ufu*-(?uf + u?*?) + u?*? + u?u? = P(M) 

setzen. 

Fiir ein anderes Fundamentalsystem der Gleichung (la.) >j x , Yj tJ YJ S , 7j 4 seien 
w i? w a , ..., w e ebenso aus 7j l5 ..., 7j 4 gebildet, wie w x , ..., w f aus y 1? ..., ^,, also 



(5.) w, = TJ^ 

Sei 
(6.) 7j ft = er ftl y t + c& y, + ^ 3 y, + ^ 4 ?/4 , (* - 1. 2, 3, 4) 

so ergiebt sich aus bekannten Deterniinantcnsatzcn : 

(J.) 
wo 



und A die Determinante der Groasen r kn alst> 

(7.) A = |r r | 

1st. 

Aus (J.) ergiebt sich zxmuehst: 

I. Es ist P(k,l) cine Invariiinte in Bezug 4 a.nf die vrrsc}ii(de- 
nen Fundamentalsysteme ;y l? ?/, y/ 3 , y/ 4 der (i 1 ei c 1m 11% (la.). Aus der- 
selben Gleichung (J.) schlicssen wir fenior, class ; ! ; P(!:Jl durrh krinen I'm- 
lauf der unabhangigen Variablen gearnlc^rt wini, wtun .// die lijuiptiieU'rmi- 
nante der Gleichung (la.) ist. Da die I/osuu^en von (la.) iibenlies iiberall 
bestimmt sind, so crhaltcn wir dtn Sutv,: 

IL ' ?,/W- :/ /'^0 

ist eine rationale Function von rr. 

192] Zur Bestimmung dieser rationalen Function kunnen wir naeli Sat/, I. fur 
2/i?- --5 2/ 4 ein zu einem singuliiren Punktc a der (ileirhinif; (la.) /.u^ehdriges 
kanonisches Fundamentalsystem wahlcn. Sind r j} r 1? r a , /- 4 die \\nrM>ln der 
zugehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, wekhe bcziiglich den 
Elementen y t , ...^ entsprechen, so werden im Allgemeimm ?^, w t ,..-,^ u 
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den Exponenten 

n + *,-!, fi + n-" 1 * > r s 4-r 4 -l 
gehoren und demzufolge in der Uingebung von x = a: 

(8.) P(M) = (*-aP~*~ z ~ 2 ^(*~a) 

sein, wo 



ganzen, positiven Potenzen von x a fortschreitende 
Reihe bedeutet. In der Umgebung von a 1st aber: 

(9.) H= (^-fl^^^-a), 

wo $P(# ) eine nach ganzen, positiven Potenzen von ^ a fortschreitende 
Reihe bedeutet, die fiir x = a nicht verschwindet*). 
Folglich ist 

(10.) 



Seien s^s^s^ s^ die Wurzeln der zu x = oo gehorenden determinirenden 
Fundamentalgleichung, und wahlen wir fur y^ . . ., y 4 das zu a; = oo gehorende 
kanonische Fundamentalsystem, dessen Elemente beztiglich zu s^ ...,^ ge- 
horen, so ergiebt sich ebenso: 

(8a.) 

wo Q ; J~) eine nach ganzen, positiven Potenzen von fortschreitende Reihe 
bedeutet. Nun ist aber in der Umgebung von $ = oo 

(9a.) 
wo Q' w [ } eine nach ganzen, positiven Potenzen von ( ) fortschreitende Reihe 

\aj / \a;/ 

bedeutet, die fiir ^==00 nicht verschwindet. 

Es ist also in der Umgebung von # = oo 



(10a.) I -->- W 



*) CRELLES Journal, Bd. 66, S. 144 x ). 



i) Abh. 71, S. 184, Band I dieser Ausgabe. E. P. 
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193] Fiir &+Z<c4 muss also zufolge der Gleichung (10.) cp B 0&) fur x a 
mindestens yon der (4-~&-/) tei1 Ordnung verschwinden. 

1st also a die Anzahl der im Endlichen gelegenen singularen Punkte der 
Gleichung (la.), so wiirde <p K (x) eine gar^e, rationale Function mindestens 
a (4_fc_/)t en Grades sein. Nach Gleichung (lOa.) aber ist dieser Grad nicht 
hoher als k 'k l 

III Ist also die Anzahl o der im Endlichen gelegenen singu- 
laren Punkte der Gleichung (la.) grosser als 1, so ist <p w (#), fur 
& + Z<:4, identisch Null. 

Fiir k + l= 4 ist nach Gleichung (10.) <?(%) in keinem der im Endlichen 
gelegenen Punkte unendlich, aber nach (lOa.) auch im Unendlichen nicht; es 
folgt also: 

IV. Fiir Jc + l=4 ist <p w (#) eine Constante y /;f . 

Aus der Definitionsgleichung (H.) fur P(k 1 l) ergiebt sich 

(K.) DP(kJ) = P(* + l,Z) + P(J,Z + l), 

wo D den Differentialquotienten nach x bedeutet, und 

(L.) 

Nach Satz III. ist nun 
P(0,0) = 0, 



(11.) 

Nach (K.) ist 

= DP(0,3) = P(1,3) + P(0,4), 
also 



,3) = -P(0,4). 

Aus 

= DP(1,2) = P(2,2) 
ergiebt sich 

(/) P(2,2) = P(0,4). 

Ferner ist 
(?) = D 2 P(0, 3) = P(2, 3) + 2P(1, 4) + P(0, 5). 
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Durch Differenzirung von (.) erhalten wir 
(*.) 2P(2,3) = P(1,4) + P(0,5). 

Aus (y.) und (<?.) folgt 
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Setzen wir diese Werthe in 

DP(0,4) = P(1 J 4) + P(0,B) 
em, so ergiebt sich 



also nach (e.) 
(M.) 



[194 



P(l,4>= - DP(0,4) = 



5. 



Um nun den oben bezeichneten Satz zu beweisen, bedienen wir uns eines 
Verfahrens, welches wir bereits bei fmherer Gelegenheit*) angewendet haben. 
Aus der Gleichung 

folgt namlich das System: 

dF dF dF 



(N.) 



= 0, 



dF , dF , 



dF dF 

1 du^ 2 du 6 Q 



dF 



... 

* (5) 



*) Vergl. Acta mathematica, Bd. 1, p. 330 ff. 1 ). 



i) Abh. XL, S. 308 ff., Hand!! dieser Ausgabo. B.F. 
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Bezeicbnen wir mit x , ,, ...,, die zu t , *,, ...,. bezuglichen adjungirten 
Losungen der Gleichung (3.) (fiix n = 2, v = 6), mit a die Hauptdeterminante 
der w i: *,, ..., ., tmd setzen 



(1.) 

2P(1,3), 
so ergiebt die Auflosung der Gleicbungen (N.) 



i9S] Da nacb. den Gleichungen (11.) und (M.) voriger Nummcr 

P(l,3) = yll (y constant), 



und da 

d 
_ 

so ist 

(0.) A = 

Die Gleichungen (2.) sind gleichbedeutcnd mit 



und diese Gleichungen beweisen nicht nur den am Anfange der Nummcr 4 
erwahnten Satz, sondern sie bestimrnen auch die Beziehung der Lo- 
sungen Wj, ...,w $ zu ihren adjungirten vollstandig. 



ANMERKUNGEN. 



1) Anderungen gegen das Original. 

S. 295, Zeile 6 des Tex^s wurde Mnter Differentialgleichung n ter Ordnung eingefiigt, 
297, 2 enthalt statt vorhanden sind, 

10 und seien vor r 1? r 2 , r a , r^ eingefiigt, 
299, 9 v. u. bestehen statt besteht, 

Fussnote 715 statt 57, 
302, Zeile 5 v. u, Gleichungen statt Gleiclmng, 

J7' 

304. 1 von vor -~~ gestrichen, 

M.Q 

7 v. u. Die zweite Associirte statt die Differentialgleichung der zweiten Asso- 
ciirten, 

6 v. u, Differentialgleichung statt Gleichung, 
306, 9 v. u. der statt zur, 
308, 14 Definitionsgleichung (H.) statt Differentialgleichung (H.), 

16 und am Ende hinzugefiigt, 
310, 2 und vor mit S unterdritckt. 

2) Die in der No. 3, Gleichung (12.) aufgestellte Behauptung: Aus den Gleichungen (11.) folgt, dass im 
Allgemeinen ^ = /*3, f* 2 ^ ""f 1 ! se * n ^^ss? kann nicht aufrecht erhalten werden, Vielmehr muss 
zwischen den beiden wesentlich yerschiedenen Fallen: 1) f& 4 = ^ 3 , ^ 2 = f*i lln d 2) ^ = ^ 3 , fi z = ^ 
unterscMeden werden. Auf den vorliegenden Gegenstand bezieht sich meine Arbeit (Journal f. d. r. u, 
a. Mathematik, Bd. 123, S. 5465, tlber lineare homogene Differentialgleichungen , welche mit ihrer 
Adjungirten zu derselben Art gehoren).- Ich habe daselbst (No. V) gezeigt, dass im Falle 2) die Grosse 
A z (No. 3, Gleichung (1.) der vorstehenden Arbeit nieines Vaters) verschwindet, und dass A z ein Integral 
der zweiten Associirten wird, was mit dem Satze III. der No. 3 ubereinstimmt. Im Falle 1) dagegen, 
der mit den Gleichungen (11.), (13.) und (14.) der No. 3 gleichfalls vertraglich ist, wird die zweite 
Associirte in anderer Weise reductibel. 

Eine ahnliche Bemerkung gilt auch von dem Satze II. der No. 2. Wenn die Reductibility der 
zweiten Associirten so erfolgt, wie in diesem Satze angegeben, so besteht zwischen einem Integral y 
der Gleichung (A.) und einem Integral z ihrer Adjungirten eine Bezeichnung 



wo die logarithmischen Ableitungen von A , A ly A. 2 rationale Fanctionen von % sind. Die Reductibility 
der zweiten Associirten kann aber auch in ganz anderer Weise erfolgen. Mein Vater ist, wie es 
scheint, zu der speciellen Art von Reductibility zufolge der von ihm in der No. 1 gemachten Annahme 
iiber die Natur der "Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen und der Annahme (C.) bezw. 
(C'.) derselben Nummer gelangt. R. F. 



LXXIL 

UBEE EINE BESONDERE GATTUNG VON RATIONALES CURVEN 

MIT IMAGINAREN DOPPELPUNKTEN. 

(Sitznngsberichte der Konigl. preussischen Akademie der "Wissenschaften zu Berlin, 
1900, VI, S. 74 78; vorgelegt am 1. Februar; ausgegeben am 8. Februar 1900.) 



In einer analytischen Untersuchung bin ich zu folgendem Problem [74 
gefiibrt worden: 

Es soil eine rationale Function 2 der unabhangigen Variablen t, z = F(t), 
von folgender Beschaffenheit gebildet werden. 

I. Die Function F(t) soil nur fur endliche nicht reale Wertlie unendlich 
werden, welche sammtlich in einer und derselben durch die reale Axe in der 
-Ebene ausgeschnittenen Halbebene sich. befinden. 

II. Die der realen i-Axe in der ^-Ebene entsprechende Curve C soil 
durch eine endliche Anzah.1 vorgeschriebener Punkte hinduxchgelien. Endlich. 
sollen 

III. keinem Punkte der Curve C zwei verscMedene oder zusammenfallende 
reale Losungen t der Gleichung z = F(t) entsprechen. 

Diese Aufgabe kann natiirlicherweise verschieclenartige Losungen zulassen. 
Sind # l5 ^ 2 , . .., z n die vorgeschriebenen Punkte in der ^-Ebene, so konnte man 
beispielsweise n endliche nicht reale und von einander verscMedene Wertlie 
(0^ a , .. ., p n in einer und derselben Halbebene t willkiirlich. als Unendlichkeits- 
stellen der Function wahlen und ebenso n willkiirliclie reale und von ein- 
ander verschiedene Werthe j8 1? ^ 2? . . ., /5 n auf der realen i-Axe den Punkten 

F u ch s , inathem. Werke. III. 40 
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zuordnen. Dann wird die Function 



wo 

(2.) C , = -^ ( " 
wenn 

(3.) 

gesetzt und mit dem rechts oben stehenden Accent die Ableitung nach t be- 
75] zeichnet wird, den Bedingungen I und II Geniige leisten. Es wiirde sich 
nun darum handeln, nachzuweisen 5 dass ^, ^, ..., ^> n , ^, t , . . ., /J w so gewahlt 
werden konnen, dass auch die Bedingung III erfullt wird. 

Diese Aufgabe kann u. A. durch eine Methode gcloat werden, welche 
wir im Folgenden nur andeuten wollen, indem wir uns die naherc Begriindung 
ftir eine andere Gelegenheit vorbehalten. 

Es sei vorausgesetzt, dass die Existenz einer den Bedingungen 1 ? II, III 
geniigenden Function 



wo die c x durch die Gleichungen (2.) und (3.) fur n = m definirt sind, cr- 
wiesen sei. 

1st alsdann C ein ^von # 17 z^ ..., w verschiedener Punkt in dor ^-Kbene, 
$ ein von p l? ^ 2 , ..., $ m verschiedener in derselben Halbebenc t gclogenor nicht 
realer Werth und /3 ein von j3 x , /3 2 , ... 5 (t m verschiedener Punkt dor realen 
i-Axe, so geht die der realen i-Axe der Gleicliung 

(4.) = 

gemass in der #-Ebene entsprechende Curve C f durch die Punkte z^ ^ . . ., ^ w , C, 
und es entsprechen denselben bez. die realen Werthe jS 1? a , ..., fi m , p auf der 
realen f-Axe, wenn 

(5.) 



gesetzt wird. 
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Es lasst sich nun beweisen, dass in Folge der iiber <m) F(t~) ge- 
machten Voraussetzung die Function 

~ 



MO 

h(t) 

nicht ftir reale Werthe von t und i x , mogen diese von einander 
verschieden oder einander gleich sein, verschwinden kann. 

Der Modul dieser Function besitzt daher fiir reale Werthe von t und t t 
eine von Null verscMedene untere Grenze, welche wir mit M bezeichnen 
wollen. Hieraus folgt, dass die Gleichung (4.) ebenfalls der Bedingung IH 
Geniige leistet, solange mod 8 <c M , d. h. solange der Abstand des Punktes C 
vom Punkte F((f) eine gewisse angebbare Grenze nicht iiberschreitet. 

Die Gleichung (4.) behalt dieselbe Eigenschaft, wenn C aus einer [76 
Anfangslage C co) fortschreitet und zugleich. /5, Q von den Anfangslagen |8 = /3 CO) , 
Q = (0) ausgehend Lagenanderungen erfahren so lange, bis entweder neben 
den Gleichungen 

(7.) d = -H(t,tJ, 

(8.) #o = -^o^O, 

wo <J der conjugirte Werth von 8 ist und H Q (t,t^ aus H(t,t^) hervorgeht, 
wenn die Coefficienten von H durch ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, 
noch die Gleichung 

dH dH. dH dH _ 

~~ ~~ 



durch endliche Werthe von t und ^ befriedigt wird; oder so lange bis den 
Gleichungen 

(m) /7 ff} 

(10.) < F (t) + 9-Wl = 0, 

= 
^> 



wo (M) F (i), * () bez. aus <wl) jF(i) und h(t) hervorgehen, wenn die Coefficienten 
derselben durch ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, endliche Werthe 

Geniige leisten; oder bis den beiden Gleichungen 

40* 
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endliche "Werthe von geniigen; oder endlich, bis 
(14.) . a + lmr } JF(0<) = 0. 

V ' <s=oo 

Die Elimination von t und < t aus den Gleichungen (7.), (8.), (9.) moge nun 
ergeben 



oder 

(15.) JS(C,Co,j8,p,p ) = 0, 

wo C den conjugirten Werth von C darstellt. In gleicher Wcise folge dxirch 

Elimination von t aus den Gleicliungen (10.), (11.) 

Si(*,*o,?>?o) = 

oder 

(16.) ^(C.Co^^^oJ = 0, 

77] endlich durch Elimination von t aus den Gleichungen (12.) und (13.) das 
Eesultat 

^(Mo,<M>o)==Q 

oder 

(17.) 2 (C, C , /?, <M>O) = 0. 

Keine der drei Funetionen 12, JR 1? JS a besitet einen Factor o>(C ? C ), dcssen 
sammtliche Coefficienten gleichzeitig von j3, 9, p unabhangig sind, und cs 
konnen die Gleichungen (14.) bis (17.) nicht fur $ = 0, S = idoxitiacli in 
Bezug auf 9, ^ erfiillt warden. 1st nun ^ /l+1 ein in der ^-Ebcne vor- 
geschriebener Ptmkt, so werden im Allgemeinen die Ausgangswcrthe C w , ]S (0) , (>' 0) 
so gewahlt werden konnen, dass, wenn C eine von C co) nach # m+l hinfuhrcnde 
Curve F in der ^-Ebene beschreibt, p und (> sich so andern konnen, dass die 
durch die Gleichungen (14.) bis (17.) gebundene Mannigfaltigkeit C, C , 0, (>? ^> 
entweder gar nicht oder nur eine gerade Anzahl Mai durchschnitten wird. 
1st alsdann fur C = # 
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so wird die Function 



wo 

(19.) 

V Al/ V 



u m+i 



die Eigenschaft haben, dass fiir t = (t^ 2 , ..., ft m , ($ m+i 2 bez. die Werthe 
8^8^ . ..,^,# w+i annimmt und dass die Bedingung III fiir dieselbe noch er- 
fiillt ist. 

Da nun fiir m = 1 in der Gleichung 

(20.) * = T=^ 

jedem Werthe von 8 nur ein Werth von t zugehort, so wird also durch suc- 
cessive Anwendung des angegebenen Verfahrens fiir eine beliebige Zahl n die 
Herstellung einer rationalen Function F(t) ermoglicht sein, welche den im 
Eingange angegebenen Bedingungen I, II, III Geniige leistet. 

Fiir etwa mogliche Ausnahmefalle kann auch das folgende Verfahren 
eingeschlagen werden. 

Wir schalten zwischen der Punktreihe #n # aJ > # m einerseits und 8 
andererseits eine endliche Anzahl von Punkten C l9 C 2? ...,C ein, indem wir 
denselben entsprechend p willkiirlich gewahlte nicht reale mit ^ p 2? ,(> 
in derselben Halbebene t gelegene Grossen a l? a 2 , ... ? a- und ebenso dem [78 
# m+l .entsprechend $ m+l als Unendlichkeitsstellen zuordnen. Wir gehen nun- 
mehr mit Hiilfe von den Gleichungen (4.) und (5.) analogen Gleichungen von 
der Curve C successive zu den Curven C 1 , C 2 , ..., C iiber, derart, dass die 
Curve C y die Punkte ^, 8^ ..., 8 m , C 1? C 2 , ..., C x in sich aufgenommen hat, und 
bezeichnen zuletzt die Curve, welche bei dem Ubergange von C^ nach # OT+l 
entstanden ist, mit C m+1 . 

In die Gleichung 

(c\-\ \ /v T7 1 (+~\ 

{ 6 L . ) a Ju *. \b } i 

\ / A. \ y / 

welche eine Curve C x darstellt, sind ausser den Unendlichkeitsstellen ^, ^ 2 , ..., $ m 
noch die Unendlichkeitsstellen o 1? o 2 , ..., o x eingetreten. Zuletzt erhalten wir 
bei dem Ubergange von C nach z m+l eine Gleichung der Form 
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(22.) ^^(O^^ + ^ + .-. + T^ + y^ 

^ J W - t- t- J-O t-* r-0 t-> 






welche zunachst den Bedingungen ^ = J P I (^%)? ^ r x ! ? 2 ^? > m 
Geniige leistet Es lasst sich nunmehr beweisen, dass C x C,i -., C r so nahe 
an einander und an z m einerseits und g m+l andererseits jedoch In endlicher 
Anzahl so gewahlt werden konnen, dass fiir jede der Gleichungcu (21.), (22.) 
die Bedingung III erfiillt wird. 



ANMERKUNG. 



Die niihere Begrundung der in dcr vorliegenden Notix skiz/.irten MethotU'ii hut win Vat<r nicht 
mehr gegeben. Im hands chriftliclien Nachlass hale ich nicht ^inugomlus Material /u vint-r ( 'construction 
der Beweisfuhrung gcfunden. 

Vgl. ubrigens die Anrncrkung 1) zur Abb. LVIII, S. llfj die.se.s- H;inIt-s. H. K. 
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ZUR THEORIE DEE LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

(Sitztingsbericlite der Konigl. preussisclien Akademie der "Wissenschaften zu Berlin, 
1901, II, S. 34 48; vorgelegt am 10. Jannar; ausgegeben am 17. Jannar 1901.) 



Die folgende Notiz enthalt einen Auszug aus einer demnachst zu ver- [34 
offentlichenden Arbeit. Man hatte in den bisherigen auf die linear en Diffe- 
rentialgleichungen beziiglichen Unterstichnngen a sicb. daranf beschrankt, die 
analytische Form der Losungen derselben in der Uingebung je einer singu- 
laren Stelle der Differentialgleichung festzustellen. Fiir viele tiefergehende 
Probleme, welche auf die Natur der der DifFerentialgleichung zugehorigen 
Substitutionsgruppe Bezug haben, ist es von Wichtigkeit, anch eine analytische 
Form fiir ein Fundamentalsystem von Losungen aufzustellen, welches aus der 
Fundamentalgleichung fiir einen beliebigen Umlauf entspringt. Mit dieser 
Aufstellung beschaftigt sich der erste Theil dieser Notiz. 

Mit Hiilfe der erhaltenen Resultate wird alsdann ein auf die Beschaffen- 
heit der Gruppe von Substitutionen beziiglicher Satz hergeleitet fiir den Fall, 
dass ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleicliung einem 
Systeme von homogenen Relationen mit constanten Coefficienten Geniige 
leistet. 

Uta aus diesem Satze weitere Folgerungen zu ziehen, wird vorlaufig der 
Fall in's Auge gefasst, dass eine solche Relation mit der besonderen Eigen- 
schaft stattfindet, dass dieselbe durch die Substitutionen der Gruppe unge- 
andert bleibt. In einer spateren Mittheilung sollen diese Folgerungen einer 
naheren Erorterung unterworfen werden. 
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ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFEREKTIALGLEICHUNGEN. 



1. 



In den Grundlagen der Theorie der linearen Differentialglcichungen wird 
Folgendes*) bewiesen: 

Es sei 
(Al -r^+JPiTTPi "^ ^"PnV ==: ^? 

V V // w 1 /X^ 



35] wo Ptfp t ,--,p n innerhalb ernes Gebietes T der complcxen Variablen a 
eindeutige und iiberall bestimmte Functionen von z sind. 1st U ein Umlauf 
von z innerltalb T und 



(B.) 



^21 

tfo > 



, . w 



die zu diesem Umlaufe gehorige Fundamentalgleichimg, so jricht es rin Funda- 
mentalsystem von. Losungen von folgender JJeschaifenheit: Sind >,, <i> f , ..., o> r 
bez. A x , A a , ..., A r -fache Wurzeln der Gleiclmng (JJ.), derail; also, class: 

A 1 +^ + --- + A v = , 

so zerfallen die zu o) fc gehorigen \. Elernente dcs FundaiiMMitalsyst^ins dcrart 
in Gruppen von bez. ^ , ^ , ..., ^ Elementcn, wo also: 



dass die einer solchen Gruppe zugehorigori Elo 
Gestalt 



n der 



geniigen. 

Diese Resultate sind selbstverstiindlich nicht bloss fiir (inm I : mlauf 
um eine der Unendlichkeitsstellen der Coefficieuten p^p,^ -7 > u ~ ' lir wolche 



*) CEELLES Journal, Bd. 66, S. 131 ff.; Bd. (>8, S. UGI ft 1 ). 
**) Yergl. HAMBURGER, CRELLES Journal, Bd. 76, S. 121. 



Abh. VI, S. 170 ff. und Abli. YII, S. 213 ff,, Band I diesor Ausgab. R. F. 
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sie in der Theorie zunaehst Anwendung gefunden haben sondern fiir 
jeden beliebigen Umlauf U giiltig. 

In dem Falle, dass der Umlauf U um eine der Unstetigkeitsstellen # = a 
der Coefficienten p^p^ . .., p n vollzogen wird, ist nachgewiesen worden, dass 
die analytische Form der zu einer Gruppe (C.) zugehorigen Integralelemente 
die folgende ist: 

Sei 

1 



r = 



o> 



und setzen wir 



wo <J> _ t , c}; _ 2 , . . ., 4 in der Umgebung von a eindeutige Functionen von z sind, 
und wo 



(2.) 
Alsdann ist 



t = _log(*--a). 



(DO 



-l dt ' 



Y(Q *) 



2. 

Wir gehen nach diesen Vorbereitungen dazu iiber, eine analytische Form 
der zu einer Grup'pe (C.) geliorigen Losungen der Gleichung (A.) auch. in 
dem Falle aufzustellen, dass U niclit mehr einen Umlauf um einen 
einzigen singularen Punkt a, sondern v'elmehr einen beliebigen 
Umlauf bedeute. 



*) Vergl. CEELLES Journal, Bd. 66, S. 136 ff., Bd. 68, S. 355 ff. 1 ) und JURGENS, CEELLES Journal, 
Bd. 80, S. 151 ff. ; vergl. auch HEFFTER, lineare Differentialgleichungen, S. 107. 



i) Abh. YI, S. 175 ff. und Abh. Yn, S. 206, Band I dicser Ausgate. R. F. 
I'uclis, matliom. Worko. IE. 
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Sind die sammtlichen Gruppen (C.) eingliedrig, so ist entweder 

&, = CD, = == <0 = 1> 

alsdann bleiben 

Vi = ?i> y 2 = ? y ^ ? * 

beim Umlauf U ungeandert, oder wenn z. B. 

Sztr, 
a), = e 

von Eins verschieden, so setzen wir 

JL 

y/*=C; 
alsdann ist 

(la:.) y, - C ri ?1J y f = C f >, ? ..., y n = C^y,, 

wo 9 X , cp 2 , ... 3 9 n beim Umlaufe C7" ungeandert bleiben. 

Wenn nicht sammtliche zu einem beliebigen Umlauf 17 gchJirigen (iruppen 
(C.) eingliedrig sind, so sei TJ dor lleprasentant einer inehrglieclrig^u Gruppc, 
d. h. dasjenige Element derselbcn, welches sich bei deni I'inljiufc (I mit der 
Wurzel (o der Fundamentalgleichung multiplicirt; ferncM* oi r i2 clan zwcite 
Element derselben Gruppe, so dass 

(2.) Tij a = <or l9 + r tl . 

37] Wir setzen nunmehr 



dann wird | bei dem Umlaufe U ungeandert bleiben, wahivml / sirh um Kins 
vermehrt. 

Sind nunmehr y^ y^ ..., y u die zu einer der Grupperi (C.) gohorigen 
Elemente des Fundamentalsystems und u^ die zugehorigi* Wurzel tier Furida- 
mentalgleichung und werde wieder 

(2.) u,, == C 2KtV S 

\ / 1 " 7 

gesetzt, alsdann ist in Folge der ersten Gleichung der bcxiiglichen Gruppe (C.) 
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wo cp x beim Umlaufe U ungeandert bleibt. Aus der zweiten Gleichung (C.) 

^ = iy, + y, 

folgt, dass *- nach. dem Umlauf sich. um -i- vermebrt Die gleiche Eigen- 
schaft kommt anch ~- zu; es 1st also gegen den Umlauf U unempfind- 
lich. Hieraus folgern wir analog wie bei dem entsprechenden besonderen 
Fall for den Umlauf um einen einzigen singularen Punkt*): 

(*) y. = i ri {?.o + ? 21 ^}, 

wo 9 20 , cp ai bei dem Umlauf U ungeandert bleiben. Und so fortfahrend erhalt 



man 



wo 9/io? ?f*i> 9^ ( a-i ^ e i d em Umlauf U ungeandert bleiben. 

Man kann alsdann analog wie for den Umlauf um einen einzigen singu- 
laren Punkt folgern, dass die Functionen cp fc sich als lineare homogene Func- 
tionen von ^ linear unabbangigen unter ihnen mit constanten Coefficienten 
darstellen lassen, und dass namentlich die Coefficienten der hochsten Potenzen 
von t sich von cp x nur um einen constanten Factor unter scheiden. 

3. [38 

Wir machen jetzt Gebrauch von folgendem Satze: 

1st 

(1.) y=f(^u) 

eine Losung der Gleichung (A.), wo u eine willkiirliche Grosse bedeutet, von 
welcher die Coefficienten dieser Gleichung unabhangig sind, so sind auch die 
sammtlichen partiellen Ableitungen von y nach der Grosse u Losungen der- 
selben Differ entialgleichung**). 

Wir haben***) nachgewiesen, dass eine ganze rationale Function von 
), deren Coefficienten abgesehen von einem alien gemeinsamen Factor 



*) CRELLES Journal, Bd. 66, S. 135 x ). 
**) Vergl. KOEHLEB, Inauguraldissertation, Heidelberg 1879. 
***) CRELLES Journal, Bd. 68, S. 356 2 ). 



1) Abli. VI, S. 174, Band I dieser Ansgafce. R. F. 

2) AM. VH, S. 208, Band I dieser Ansgabo. E. F. 
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(#~ay in der Umgebung von $ = a eindeutige Functionen sind, nur dann 
identisch verschwindet, wenn die einzelnen Coefficienten verschwinden. 
I Ein analoger Satz gilt auch fur einen Ausdruck 



worin |,< dieselbe Bedeutung wie in voriger Nummcr haben und 
Atf A tJ ... 5 A n Functionen von sind, welche bei dcm Umlaufe U 
ungeandert bleiben. Das identische Verschwinden von F er- 
fordert, dass A^A^...>A m identsch Null sind. Der Bcweis ist ganz 
so wie bei dem Specialumlauf urn z = a, m fuhren. Diescr Satz gestattet 
auch. eine Erweiterung*), welche der fur einen Hpeciellen Umhiuf urn eine 
einzige singulare Stelle gemaehten analog ist, dans dan V orach wincleu einer 
Summe von Ausdriicken der Form (2.), worin die Expononten r nich nicht 
urn ganze Zahlen unterscheiden, das Verschwinden allc?r cin/olncn Summanden 
zur Folge hat. 

IL Ist daher 

(3.). = F(M) 

eine ganze rationale Function von z und i, dtrou Corfficionton 
bis auf einen alien gemeinsamen Factor | r bei <lnn Ihnlauf U 
ungeandert bleiben, eine Losung der (Meiclning (A.), so ist auch 

(4.) ' y = F(z,t + X) 

fiir einen willktlrlichen Worth von A eine Losung drr (Jlei- 
chung (A.). 

Der Beweis ist wieder analog wie fur den Spedalumlauf uni ,; - a xu 
ftihren**). 
39] Hieraus ergiebt sich aber analog wie fur den Specialuinlauf uni J ~ a: 

IIL Ist 

(5.) y = F(*,t) 



*) Vergl. THOME, CRELLES Journal, Bd. 74, S. 194 und HKFFTKB, a. a. (>., S. 238. 
**) Yergl. EEFFTEB, a. a. 0., S. 107. 
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eine Losung der Gleichung (A.) so 1st auch -g-f- eine Losung der- 
selben Gleichung. 

Wir konnen daher wie far den Specialumlauf um z = a in No. 1 die 
in den Gleiclmngen (3.) bis (5.) No. 2 enthaltene Integralgruppe durch das 
System 



(E.) 



ersetzen, wo 
(5.) 



= r 



und 



-i? -2 



Die Functionen 
(F.) 



^ ungeandert bleiben. 
geniigen daher den Gleichungen: 



ft X 



Wir wollen im Folgenden diese Gestalt der Losungen als die kanonische 
bezeichnen. 

4. 

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem w^w 2 ,...,w n von 
Losungen der Gleichung (A.) einer gewissen Anzahl homogener Relationen 
des Grades v und mit constanten Coefficienten Gentige leiste. Die Anzahl 
der linear unabhangigen derartigen Relationen ist eine endliche; wir be- 
zeichnen dieselbe mit Q. Die Eelationen seien 

TiK^jO = > 

? 2 K ? ^ 2? --V^n) = 0, 



>...,.) = 0. 
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40] E's moge w^w^ ..., w n das kanonische Fundamentalsystem sein, welches 
zu einem willkiirlichen Umlaufe U gehort und welches gruppenwcise in voriger 
Nummer durch die Gleichungen (E.) definirt worden ist. Wir lassen eine 
Abanderung in der Eeihenfolge der in einer Gruppe enthaltenen Integral- 
elemente in (E.) derart eintreten, dass wir 



setzen. Die Gleichung (F.) nimmt daher die Gcstalt an: 

_ 1 dw^ 

(J , rj W ^ _ ___..,.. 

Wir wollen die Elemente w^ w^ . .., ?^; n in folgencler Kcilienfol^c* fhn.fibcn: 
(2.) ? 17 ^(; 5^J ..., ; ^ l + i, ^ 



derart, dass wir die zu der f* 1? ^ 8 , ..., f^-gliedrigen (iruppo hrx. ^chcirigen 
Elemente zusammenstellen. 

Substituiren wir in (G.) fur w x , w 8 , .. M w tt ihn; analytisrhci! Ausdriidke 
aus (E.), so miissen nach Sate I., No. :] (Verall^eiuuinrrung) in dm Rrsultuteu 
die Coefficients der einzelnen Potcnzcn von t versrlnvindeiL 

Hieraus folgt 



d. h. nach Gleichung (F.) 



(4.) 



2 ' U l I 



4- u. s. w. = 0. 



Nach der fiber <p 1} cp a , ..., 9^ obeix gemachten Vorausset/ung muss dcm 
nach identisch fur beliebige w^ w a , ..., w 
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(H.) 



.. 
die,, 



+ u. s. w. 



sein, wo die Grossen Af^-von w^w^..^w n unabhangig sincl. 

Um die allgemeine Losung dieses Systems paxtieller Differential- [41 
gleichungen zu finden, haben wir nach JACOBI*) zunachst das System der ge- 
wohnHclien Differentialgleichungen 



(H'O 



(ft- 



zu integrireiij wo 

^ = JMx 1 ? 1 +M M <p t + . 
gesetzt ist. 

Ein System von Gleichungen der Form 



(5.) 



oder das identische System 



(6.) 



dWn-1 



*) CRELLES Journal, Bd. 2, S.322; Gesammelte Werke, Bd, 4, S. 8. 
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besitzt die allgemeine Losung 



wo J. ^L , ..,-4 willkiirliclie Constanten bcdeuten. 

TT v ^.A^jj **)[* a' " o 

42] Aus diesen Gleichungea folgt 



(8.) 



w , , 



wo die B ja sich rational aus den Coefficientcn A t xusammensetzen. 
nach ist 



Dem- 



Diese Gleichungen stellen die p 2 Integralgleichiingeii cles 
Systems (5.) oder (6.) dar. 

Von den Constanten A^ . .., A u ^ lasst sich erne vnllkiirlirh und so 
walilen, dass die Gleichungen (3\.) die Form aunehmen: 

T K = 7i, 

Vj ~*~ ^2 J 

,K v 

t^- >.-!) 

wo fy k eine ganze rationale homogene Function dcr (jircissen 



mit numerischen Coefficienten, y x j y 
deuten. 

So ergiebt sich z. B. fiir ^ = 4 : 



willkiirliche 



bc- 



ZtTR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 



329 



Die Functionen 
gestalten*). 



lassen sicli in Determinantenform urn- 



n. s. w. 



**.= 



Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (ET.) 



(90 



Sind o , o , . . . , a die Wurzeln der Gleichung 



(10.) 



= 0, 



[43 



so werden, wenn diese Gleichung nur ungleiche Wurzeln besitzt, die Meraus 
sich ergebenden Integralgleichungen : 



*) Diese Umformung hat mein Sohn KICHAED ausgefuirt. 

I'uchs, mathero. Worko. HI. 



42 
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w ittl 0l % 

CD := Q j j 



(J'O 



'^c* 





= * 



wn S S .8 willkiirliclie Constanten bedeutcn. 

TTV/ -[J 2?***^ 

Bezeichnen wir die den verscHedenen Werthen ^, p t , ... uus den Glei- 
chungen (H'.) entspxechenden Integralgleichungen (J.) mit obcrcn Indices, so 
ist die Gesammtheit der Integralgleichungen von (IF.) 



I. Die allgemeine Losung dcs Systems dor psirtit'litMi Diffc- 
rentialgleichungen (H.) ist domnar.h: 



wo /J. willkurliche Functionen dcjr Ar^nnn)it t h/< 4 ic h n rti. 

Diese Argumente sind algebniisolu; .Kunctiontiii dcr in das DitFnnifial- 
gleichungssystem (H.) eintretcndori Grosson u\, //, .... 

Sollen demnach die cp, algebraisclic 4 Fauci ioncm von ir , ^/* , . . . st*in, 
so miissen die /J selber algebraisclic Fundiemen ihrer Ar:uniriitr uncl die 



von -~^ unabhani werden. Es muss cieinnach 

= 






44] sein. Daher muss 

^^ tj/^o- 

Tz 7 "? Yftj 2; Yi 
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sein, wo f k die allgemeinste derartige algebraisclie Zusammensetzung seiner 
Argumente bedeutet, fur welche cp t eine ganze homogene Function von 
w^ w^ ... wird. 

Ein ahnlicher Schluss ergiebt sich fiir den Fall, dass die Gleichung (10.) 
gleiche Wurzeln hat. 

Hieraus ziehen wir den Schluss: 

Wenn die cp^ nicht durch die Gleichungen (K t .) bedingte Gestalten haben, 
so kann in keiner der zu den Gruppen (C.) gehorigen Integrate eine Potenz 
von t auftreten. Dieses Resultat besagt: 

II. Wenn zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems 
w l ,w^...,w n von Losungen der Gleichung (A.) ein System (G.) 
homogener Eelationen mit constanten Coefficienten stattfindet, 
und es haben die Functionen cp & nicht eine der durch die Glei- 
chungen (K r ) dargestellten Forraen, so werden die Elemente des 
jedem beliebigen TImlaufe 17 zugehorigen canonischen Funda- 
mentalsystems in sich selbst multiplicirt mit je einer Constanten 
(einer Wurzel der Fundamentalgleichung) iibergehen. 

5. 

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem von Losungen der 
Gleichung (A.) einer homogenen Relation 



mit constanten Coefficienten von der Beschaffenheit geniigt, dass 

?(&,,...,) 

fiir willkiirliche Werthe dieser Argumente durch die Substitutionen der Gruppe 
der Differentialgleichung in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten iiber- 
geht. 

In meiner Arbeit (Acta Math., Bd. 1, S. 323 326 x )) habe ich fiir den 
Fall n = 3 gezeigt, dass die Anzahl der Werthe von #, fiir welche , 
gleichzeitig denselben Werth annehmen konnen, eine endliche ist, wenn nicht 
die sammtlichen Invarianten der Differentialgleichung verschwinden (was dar- 
auf hinauskommt, dass der Grad von cp der zweite ist). 



i) Abh. XL, 8. 301804, Band H dieser Ausga"be. E. F. 

42* 
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45] Nach denselben Principien lasst sich allgemein*) fur einc Differential- 
gleichung n ien Ordnung der Satz beweisen, dass die Anzahl der Werthe der 
unabhangigen Variablen #, fur welche sammtliche Quotienten |Hf-, '-, 
denselben Werth annehmen konnen, eine endliche ist, wenn nicht die sammt- 
lichen Invarianten der Differentialgleichung verschwinden oder die Covariaxxteix 
der Form cp gewisse Besonderheiten darbieten. 

Sei 

(M.) n = 4>y + 4 1 y'+-" + ^- l {tt " 1 ', 

wo A Q ] A^ ..., A nmml willkiirlich angenommene rationale .Functionen von z sind 
nnd es werde 

(1.) % = A Vu + A y'k + - * + 4,-i //r 1 j 

gesetzt, so wird 9^,^, ...,W B ) die Eigenschaft haben, nach j( fc dem Umlaufe 
der Variablen z in sich selbst mit eincr C'onstaiitcn rriultiplii-Irt uh{rzu^ehen 
da u^u^..^u n dieselbe Substitutionsgruppe wio y l? ?/ a ? --,// lH*sitx(n. Filr 
willkxirliche Functionen A l kann aber f f(u^ u^ ..., it n ) nic-ht idrntisc-.h ver- 
schwinden, da fur einen willkurlichen Worth von ^ diet Writhe* ^ l7 ^., ...,? 
willkiiiiich bestimmt werden konnen, cp(^ |7 ^ s , ... t\) ah<r nicht fur brliobige 
Werthe der Argumente verschwindet. 

Sei daher 



so ist /(^) eine nicht identisch vcrschwindendo Function von ,;% tirru h^urith- 
mische Ableitung rational ist, wenn wir voraussotxon, class <iit* Ditlrrontial- 
gleichung (A.) zu der Klasse gehort, dercm Ldsun^n iibrrall hrsliiniat sind 
Setzen wir 



so folgt aus (N.) 



Fur zwei Wexthe uncl ^. fur welche v;,, v;,, ..., ^ , ,lir s .lb-n Werthe 
erhalten., folgt dann 

(4.) . J!?(*)l _ .(*.)" 

~ ...... 



*) Yergl. LTJDWIG SCHLESINGEE, Inaaguraldisiscrtation, S. 23 ff., Handbuch, II., i, S. u.'tu. 
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Hieraus folgt nach den oben angefiihrten Schliissen: 

Die Anzahl der Werthe von #, fiir welche vj 1? TJ O , . , TQ BMI die- [46 
selben Werthe annehmen konnen, ist eine endliche, wenn nicht 
fiir jedeWahl der rationalen Functionen A^ A l9 . . ., A n _^ die sammt- 
lichen Invarianten der Differentialgleichung 

/A , d n u d n - l u 

(A.) __ + ai __ + ... + ff||ll = o, 

welcher die u Geniige leisten, verschwinden. 

Da von den Covarianten der Form <p(u t , u^ ..., u n ) hier nicht Gebrauch 
gemacht worden ist, so kommen die durct das besondere Verhalten der Co- 
varianten entstehenden Ausnahmen in Wegfall. 

6. 

Sind #, # x , # a , ..., V ^ diejenigen Werthe von #, fiir welche jeder der Quo- 
tienten 7] 1? Yj 2 , ..., vj ft-1 denselben Werth annimmt, so ist*) 

(1.) t = (a-^Xa-^)^-^)...^-^,) = cp(^,a) 

eine rationale Function von #, und es entsprechen einem bestimmten willkiir- 
lichen Werthe von t genau die Werthe #, ^, . . ., ^ v-1 , fiir welche jeder der 
Quotienten 7j l7 7] 2 , ..., 7j n-l denselben Werth annimmt. 
Substituiren wir in Gleichung (A.) 

(2.) u = lv, t = 9(^,a), 

WO 



so geht die Differentialgleichung (A.) iiber in 

(B.) ^ + r,(0-^-+-" + '() 1 = 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von ^ sind. 

I. Diese Differentialgleichung hat die Eigenschaft, dass ihre 
Integralquotienten mit den Functionen ^ 1? Yj 2 , . . ., 7] ft-1 iiberein- 



*) Acta Math., Bd. 1, S. 335 ff. 1 ) LUDWIG SCHLESINQBE, Handbuch, II, 1, S. 244 ff. 



i) Ath. XL, S. 312 ff., Band H dieser Ausgabe, R. F. 
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stimmen, und dass, wenn t einen willkurlichen Werth dor unab- 
hangigen Variablen bedeutet, as nicht noch eincn davon ver- 
schiedenen Werth. ^ giebt, fur welchen jeder der Quotienten 
7j i? 7] 2 , ..., 7j tt-1 denselben Werth annehmen kann. 

Nach einem von Herrn LUDWIG SCHLESINGER bewiescnen Satze*) 1st fur 
47] eine solche Differentialgleichung die Substitutionsgrupiie cler (iuotienten 
^ ? \i ? ^n ii welche der Gesammthejt dcr Uralaufc cler unabhangigen Va- 
riablen t entspricht, eine discontinuirliche. 

Da einem willkiiiiichen Umlauf der unabhangigen Vuriablen ^ oin be- 
stimmter Umlauf der Variablen t entspricht, so lasst sich hicniach diese 
Eigenschaft auf die Gleichung (A.) iibertrageu. 

Wir erhalten also das Ecsultat: 

II Die Differentialgleichung (A.), fiir \velr he einp Form 
cp(^,^ ? ...,^ n ) mit der durch die Gleichung (N.) best immtrn Be- 
schaffenheit existirt, hat die Eigcnschaft, class die* dm N?immt- 
lichejp. Umlaufen der unabhangigen Varial>liMi .: < i Tif,sprcclicMido 
Substitutionsgruppe cler Quotienten r hJ r ri , ..., r tn ^ rinr disctou- 
tinuirliche ist, wenn nicht fiir jecle Wahl A^ A^ . . M A H ^ die 
sammtlichen Invarianten dcr Gleichung (A.) vt'rsrlnviudrn. 



Sei jetzt y^y^...,y n ein einem gewissm rniluulr (^ drr uiiiibhiingigeii 
Variablen ^ zugehoriges Fundamcntalsystc'in dcr (ih'ichung (A.) in dr kano- 
nischen Form und so beschaffcn, dass 



/ n = > n y nj 

wo co 1? o) a , ..., o> w die Wurzeln der dem Umlanfe I/ '/u^ohurigi'ii Kuncluniental- 
gleichung bedeuten. 

Sei wiedei, wie in Gleichung (M.) 



*) Handbuch, II, 1, S. 291. 
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wo die rationalen Functionen A^ A^ ..., A n _ t so gewahlt seien, dass fur einen 
willkiirlicli angenommenen Werth 2 = 

(3.) u 1 = ^ y 1 + ^yI + ... + 4yr i> 

verschwindet, wobei wir voraussetzen, dass der Modul yon o^ von 
keinem der Moduln der iibrigen Grossen u> 2 , ..., u> n iibertroffen 
wird. 

Durch eine &-malige Wiederholung des Umlaufes ?7 gehen 



iiber in 

(5.) k), 

Wenn die Moduln von CD^ o> 2 , . .., co n nicht sainmtlich. gleich sind, so wiirde [48 
die #~malige Wiederholung des zu U" inversen Umlaufes C/j" 1 mit wachsenden 
Werthen von Jc unzahlig viele dem Unendlichen zustrebende Wertlie er- 
geben; da aber TJ I = oo, TJ S = oo, . . . , r k-1 = oo fiir z = ^ dem Werthbereiche 
(^lii 7 l2? ) ^n-i) an g^boreii, so wtirde Mernach die Gruppe der Substitutionen 
der 7j a , 7j a , ..., Yj n _ 1 nicht discontimihiicli sein. 

Dasselbe wiirde sich. auch ergeben, wenn zwar 



ware, aber die Argumente der Quotienten nicht rationale Zahlen waren. 

Wenn aber eine Gleichung der Form (N.) existirt, so ist nach Satz II. 
voriger Nummer eine solche Annahine nicht zulassig. Wir erhalten also das 
Resultat : 

Ist y^ 2/ 2 , . . ., y n ein einem gewissen Umlaufe U der unabhangigen 
Variablen ^ zugehoriges Fundamentalsystem von Losungen der 
Gleichung (A.) in, der kanonischen Form und so beschaffen, dass 
die Gleichungen (1.) stattfinden, und sind die Voraussetzungen 
des Satzes II. voriger Nummer erfiillt, so sind die Quotienten 
^_ ? i?L ? ... ? J^. Einheitswurzeln. 

Wenn wir voraussetzen, dass in Gleichung (A.) 

(6.) jp t = 0, 
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so geniigen die Grossen co x , co f , ..., o> n iiberdies der Gleichung 

w l o> 2 . . . w> n = 1. 
Alsdann sind die samnxtlichen Grossen 

o,, o> 2 , ..., a),, 

selber Einheitswurzeln. 

(Fortsetzung folgt) 1 ). 

1) Diese FortseUnng 1st niclit erschienen. B. F. 



ANMEEKUNGEN". 



1) Anderungen gegen das Original. 
Es wurde gesetzt: 

S. 322, Zeile 8 y statt y, 



10 v. u. | = e 
3?S, 8 bleiben statt bleibt, . 

14 wurde unter ihncnc eingefiigt, 

325, in der letzten der Gleichungen (E.) 

. 329, Zeile 1 Deternunantenform statt Determinantenformcn, 

332, 3 v. u. dieselben Werthe statt denselben Werth, 

333, 2 und 3 dieselben Werthe statt denselben Wcrtli, 
10 v. u. wurde "/h, %,..., f\ n -i hinzugcfugt, 

334, 10 v. u. der statt die, 

335, Gleichungen (4.) und (5.) 7] w _j statt 7j n . ,11. K 

2) Der in der No. 7, S. 335 gezogene Schluss, dass die Moduln der Quotienten 2 -, , n und iur den 
Fall, wo in der Gleichung (A.) der Coefffcient ^ verschwindet, auch die Moduln der < u ..., w n glcich 
Eins sein miissen, wenn die zu den Integralquotienten 7] 17 ..., r lnMl gchorigc Monodromiegruppc cine 
discontinuirliche ist, wird durch den Umstand widerlegt, dass schon fiir n =- 2, also fiir den Fall 
projectiver Substitutionen einer Variabeln , eine discontinuirliche Gruppe soldier Substitutionen , z. B. 
hyperbolische Substitutionen enthalten kann, d. h. Substitutionen der Form 



wo die ( dem Quotienten - entsprechendej Grosse K einen realen von 1 verschiedenen Werth besitzt, 



Sen. 



LXXIV. 

tfBER GRENZEN, INNERHALB DEREN GEWISSE BESTIMMTE EST- 
TEGRALE VORGESCHRIEBENE VORZEICHEN BEHALTEN. 

(Sitztmgsberiehte der Konigl. preussischen Akademie der "Wissenschaften zu Berlin, 
1902, II, S. 410; vorgetragen am 9. Januar; ausgegeben am 16. Januar 1902.) 



1. [4 

Die folgende Notiz 1st ein Auszug ans einem ausfiihrliclieren Aufsatze, 
welcher demnaehst erscheinen wird 1 ) und sich mit der folgenden Aufgabe be- 
schaftigt. 

1st F(u,u', . .., u (n) ] eine quadratische Form der unbestimmten Function u 
und ihrer n ersten Ableitungen u r , . . . , u <n \ deren Coefficienten gegebene 
reak Functionen der realen Variablen x sind; wird ferner vorausgesetzt, dass 
die Function u ebenfalls real ist und nebst ihren Ableitungen in der Nahe 
eines Werthes x = a sich. regular verhalt, so soil ein Intervall a bis b ange- 
geben werden, von der Beschaffenheit, dass das Vorzeichen des Integrals 



f 

J 



fiir jede beliebige der bezeichneten Functionen u bestandig dasselbe 
bleibt, solange x dem Intervalle a bis b angehort. Wir bedienen uns liierzu 
des Hiilfsmittels, welches dem in der Variationsrechnung bei der Umformung 
der zweiten Variation angewendeten analog .ist. 

. Wir suchen namlich einen linearen DifFerentialausdruck 
(l.) Q(u) = w + 2ltt *- + ... + ft|tt , 



i) Siehe die nachfolgende Arbeit LXXV, S. 345 dieses Bandes. K. I 1 . 
Fuchs, mathera. Werke. HI. 43 
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dessen Coefficienten reale Functionen von x, so zu bestimmen, class 

\ *j \ J > * / J^nn (i(K 

wird, wo p m den Coefficienten von w (HJ in JF^, w', ..., w (n> ) bezeichnet, und wo 
9 ebenfalls eine quadratische Form ist, deren Coefficienten wohibestimmte 
reale Functionen von x bedeuten. 
5] Wahrend jedoch. in der Gleichung 

(3.) 



das Vorzeichen des Ausdruckes 



in der Variationsrechnung, der Natur (!CT in dirscr I)is % ij>liii brbaudtilton 
Probleme entsprechend , ausser Betracht kommt, ist. <*s fiir tuisrn* Aufgahe 
unumganglich n5thig ? das Vormcheti dieses Ausdrurkrs y.u kt*iuu*n. 

In der oben bexeichneten Arbeit fiihrcn wir dit* rutrrsurbunjj: /JinucliHt 
fiir den Fall aus, wo die (.'Ocffic-ienten der Form /'*('>/, //',...,// n ) \un ./ unab- 
hangige reale Grosser! sincl, also fiir 

(4.) ^v^.-.X' 1 ) - i;^ w -'/^\ 

k, i 

wo c u reale Constanten bedeuten und r ;; r, ist. 

Ohne der Allgemeinheit Kintnig zu fhun, kunnt.ni \\ir a 



Fiir n = 1 sei 

(1.) 
und 

(2.) F(u 

Wenn dann 
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so ist*) also 

Wir wahlen die Losung q l der Gleichung (3.) so, dass q for x = un- 
endlich wird. Dieselbe ist 



(5.) 
WO 



f* rrr: 



Der Ausdruck ^ 1st immer eine reale Function von x. Haben nam- [6 
lich c 00 , c u gleiclie Vorzeichen, so ist r real, siiid die Vorzeichen von c 00 , c 
entgegengesetzt, so ist r rein imaginar r = $i und es ist q l = p cotg^)^. 

Fiir Functionen w, welche sich in der Nahe von x = regular verhalten 
und fiir a? = verschwinden, ist Q,(u) ebenfalls in der Nahe von x = regular. 
Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (C M c n q i )u 2 ^ welcher fur x = den Wertlx 
Null annimmt. 

Aus (4.) ergiebt sich 

(6.) 

Wir nehmen jetzt an, dass c u positiv sei. Da ^ nach. Gleichung (5.) fiir 
Mnlanglich kleine positive Werthe von x einen negativen Werth erhalt, so 
ist fur dieselben Werthe von x c 01 c n q l positiv, und dieser Ausdruck behalt 
das positive Vorzeichen bis 

( 7 oi-Cii2i = 

wird. 

1st x = a der kleinste positive Werth, fur welchen q l unendlich wird, /J 
die kleinste positive Wurzel der Gleichung (7.), und bezeichnen wir mit b 
die kleinere der beiden Grossen a und /J, so ergiebt sich. demnacb, dass fiir 
eine beliebige Function u^ welche fiir ^==0 verschwindet und in 
der Nahe von x = sich. regular verhalt, die linke Seite der Glei- 
chung (6.) positiv bleibt, solange x dem Intervalle bis 6 angehort. 



*) Vergl. LEGENDRE, Mdmoires de PAcad^mie des sciences de Paris 1786. 

43* 
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8. 

Fiir n>l wiirde das LEGENDRESche Verfahren die Integration eines com- 
plicirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, (lessen Discussion in 
Bezug auf Eealitat und Stetigkeit der Losungen sehr muhsum ware. Es ist 
daher die Bestimmung von Q(u) nach einem Verfahren vorzuziehen, welches 
dem von JACOBI*) fiir die Discussion cler zweiten Variation gelehrten analog 
ist. Wir gehen zu diesem Zwecke von cler Differentialgleichung 



aus. 

Da . 

7] so erhalt die Gleichung (1.) die Form 

(3.) - P(y) = C w ir = 0, 

in ~ u 

WO 

m-i 

Wir bilden nunmehr den linearen DittVnmtialausdrurk Q(>/) d<Tart, class 
Q(u) verschwindet, wenn fur u ein Systtin Hnc^ir unubbiin^ip'r 
2/i? %?*> #n ^ er Gleichung (H.) gesetxt wird. 

Diese Losungen haben gewisse von HKSSK**) und ( 'I.KHSI H***) a 
Bedingungen zu befriedigen. Diesolben sintl rrffilll, wirn wir <ii 
werthe von y i} y^...,y n so wahlen, class fiir .r o //,,//,,,...,//... be/., cler 
Ordnung 2 1, 2^ 2, ..., n verschwmdcnt). 

Wir wollen der Einfachheit wcgcn, ohne C!CT Allp;eiiHin!irit Abbrurh xu 
thun, voraussetzen, dass die Wurzeln r i? r,, ..., r r 

( 5 -) i: C' M ,-" 



*) CBELLES Journal, Bd. 17 !). 
* :|! ) Ebenda Bd. 54 2 ). 
***) Ebenda Bd. 55. 
t) Vergl. FROBENIUS, CEELLES Journal, Bd. 5, S. !!K 



1) C. G-. J. Jacobis Gesaramelte Werke, Bd. TV, rf. 39 ff. K. F. 

2) Hesse's Gesammelto Werke, Abh. 27, 8. 442-444. R. F. 
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von einander verscMeden sind. 1st y eine Losung der Gleichung (3.), so 1st 
auch jede Ableitung von y eine Losung derselben Gleichung. Wir wahlen 
daher y^ so, dass diese Losung fur x = Q der. Ordnung 2^ 1 verschwindet, 
und dann . 



* ~ dx ' *~ da? 
Es ergiebt sich 



wo 



(8.) 



-V t 

2j < 

mz=Q 



Es 1st y t eine reale Function von #, folglich auck y 1? y s , ..., y n . 
In der Gleichung 

(9.) C() = 0, 

welche durch. 2/ a , y a , ..., y n befriedigt wird, sind ? 1? J a , -, ? w demnach. reale [s 
Functionen von #, welche bekanntlich in der Umgebung von x = eindeutig 
werden und welche bez. , mit x, ^ 2 , ...,# n multiplicirt fur ^=0 die Werthe 
a l7 a , . .., w annehuien, wo 



Um in der Gleichung 
(11.) F( 

cp zu bestimmen, sei 



Bezeichnen wir wie bisher mit oberen Accenten die Ableitungen nach 
so ist 



(13.) - = 

(=o 
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Es hat daher (11.) die Gestalt 
(14.) F(u,u',...,* M )-cQW 






2M/ S AX" + 2 " S <<** + - + 2 "" 2 



1=0 



Daraus, dass diese Gleichung in Bezug auf *,*'* identisch erfuUt 1st, 
ergiebt si 



(150 ^ +^,1+4^-1 = *-4a.-*ft.-/ (^ II;!; :;;;*! 



Die Gleichung (1 5.) bleibt bcstehen fur A- = o odor / ^ o odor k = 

un( j ; _ 0? we im die Grossen mit negativcm Index gleich Null gt*scitzt werden. 
Die Gleichungen (15.) und (15a.) licfern aucli leicht dir i'xplidten Aus- 
driicke fiir -A n ^ A/ll . Setzen wir namlich 

(16.) ^ = C w ^nffn-^/n-/? 

so ergiebt sich 

"~ **" ~ 



wo A Binomialcoefficient ist. * 

9] 4. 

Fur beliebige reale Functkmen -#, wc'ldic nch^t ihrcn // 1 rrstt*n Ab- 
leitungen fur x = verschwinden imd in dtn* Niihr \'on ./ <i sich rct^tilitr 
verhalten, ist Q(u) fur positive von der Null, hinlitn^licii wcnifi \trschit k dt i iu 
Werthe von x ebenfalls regular. 

Wir beweisen in der oben bezeiclauttcn Arhrit clcn Sat/; 

I. Die quadratische Form 

w ? = g^^ !/i ( ; i I!;;;;;!! !) 

ist fiir positive in der Nahc von /; = o gi*lc^ciic WcrtJn* von x 
definit und positiv. 



UBER DAS VORZEICHEN GEWISSER BESTIMMTER ESTTEGRALE. 343 

Die Form cp behalt also diese Eigenschaft, bis x zum ersten Male die 
Gleichung 

( 2 Ml = o 

erfiillt. 

Die Function Q(u), welche bei den gemachten Annahmen in der Nahe 
des singularen Pnnktes x '= der Differentialgleichnng 
(3.) Q(y) = 

endlich und stetig ist, verliert diese Eigenschaft, wenn x sich dem nachsten 
singularen Punkte der Gleichung (3.) annahert. 

Bezeichnen wir den nachsten positiven singularen Punkt mit a, wahrend 
ft die kleinste positive Wurzel der Gleichung (2.) darstellt, so ergiebt sich, 
wenn wir c nn als positiv voraussetzen und die fiber die Functionen u getroffene 
Vereinbarung festhalten, nach der aus der Gleichung (11.) No. 3 fliessenden 
Gleichung 

(4.) 



der Satz: 

II. Bedeutet u eine beliebige Function, welche nebst ihren 
n \ ersten Ableitungen fiir x = verschwindet und in der Nahe 
von -x = sich regular verhalt, so ist das Integral 



fiir positive zwischen und b gelegene Werthe von x positiv, 
wenn b die kleinere der beiden Grossen a und ft darstellt, und 
wenn c nn positiv vorausgesetzt wird. 

5. [10 

Die im vorhergehenden skizzirte Untersuchung hat nicht nur fur die 

Anwendungen ein praktisches Interesse; sie kann vielmehr auch in rein ana- 

lytischen Fragen verwerthet werden. 

Es naoge geniigen, dieses an dem folgenden Beispiele zu erlautern. 
Betrachten wir die Differentialgleichung 

(.) . F(u, u',..., u} = f(x), (f(0] $ 0) 
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wo F(UjU\ ... 7 w w ) dieselbe Beschaffenheit wie im vorhergehenden hat, wah- 
rend f(x) eine innerhalb des Intervalls von x = bis # = b regulaxe reale 
Function der realen Variablen x ist (6 1st die In voriger Nummor charak- 

terisirte Grosse). 

Wird eine Losung der Gleichung (a.) durch die Anfungswurthe 

u = 0, *' = 0, ..., tt"-" = 

fibc bestimmt und diese Losung fur reale positive Wertht? von x ver- 
folgt, so unterliegt die Frage, ob man in eincm gewisen Intervall einer Singu- 
laritat yon u begegne, bekaimtlich grossen Sehwiorigkoiten. A us cle*n Resul- 
taten der vorigen Nummer kann man nun bdspielswdso folgonden Schluss 
ziehen : 

Ist f X f(x)dx nicht fur alle Wertlte vcm ./ cirs hitiTvallfs n his h positiv, 

x 
so kann u nicht in dem gair/.en Intervallr v'mv rrulf sirh n*iuliir vrhaltende 

Function bleiben. 



1) Anderungen gogon das Original. 

S. 388, Zoilc v. u. wurdo und c /4/ <; /; . isf* hiu/u;M-|'ii!.'i. 

840, 10 linear statt linearer, 

341 lautct Zeiie 11 Im Original : Ks ist ?/,, iMldirit :uirh //, ,_?/,...,. //.. iv.il. I 'uif. ti"in'ii \n ,r, 

2) Wie ich aus Gcspriidioii Biit inoinuin Valc.r nlHT dnt <i*<.M'Hhf;iiul ii i r vnj- ti-}j-!;ilr!i .\iirjt V*TS, /iml die 
hier skimrten (Jntcrauchungcn durch eii Kra^<* \i'raiiIaf-.--t HMi-tlni, tlu- I fur {*: . . ;. rim-r Xrit an 
meinGn Vatcr gcriclitct. hat und die #i',wi.ss<t in di*r Mr.rhaniK aiifrn-trmlr ii ti::;:..f' In 8 ' \-i )! in-tnif. Auf 
eine Merauf bcziigliche Anfragc hatte Urn* I*I:ANC;K ii*' ("mtt* mir I'M! > t - 

meinen mathematisch - physikalischen i'lmnircn in <li*r i'nhT'iiit i-ini;'* 
Princip der klcinstcn Wirkung behamldt, indi'in idi in fiiH-nu lu^-tintnif''!! Kr,.Tn-M >i?/>'r^ ri nm, Punkt- 
system ganz willkurlich virtucllc Dcwegun^tiii vorau.>M'!/ff mi! la,r;iiif ii'u v ;if;: ;uirt-ui'h-. l,i:i:-. unttsr 
alien virtuellen Bewegungen die wirklirhe dadurrh ausirc/nc-hnt't i:-t . l;t: ' i- !j, h/r-'ial nL t-\dt 
zu einem Minimum maclit. Auf diese WeLse komint man naturlirh /us.ifrjn uhrr ii* <ir-.?. . ti<* tlit'Hiw 
Integral niindestens habcn muss, wenn man eine ^ranx lM?Ii( i lii!i* \irtu**ll' I wi" 1 :*?;'/ . *Iit* aI:-* lu'liiM^' 
Functionen entLalt, einsetet. Es schicn mir nun int(!n*.ssant , /u prutYji, J m;ut irr 
auf rein mathematischem Wege, ohnc den llmweg uher die; Mwhanik, :il*l'iti'ii lianii. um 
icli an Ihren Herrn Vater eine deratrtige Frage". 



LXXV. 

USER GEENZEN, INNEKHALB DEREN GEWISSE BESTIMMTE IN- 
TEGEALE VOEGESCHEIEBENE VOEZEICHEN BEHALTEN*). 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 124, 1902, S. 278291.) 



I. [278 

Es sei F(u,u\ ...,^ cn) ) eine quadratiscbe Form der unbestimmten Function 
u und ihrer n ersten Ableitungen u\ . . . , u nacb einer unabbangigen Variablen 
x, deren Coefficienten gegebene reale und eindeutige Functionen der realen 
Variablen x sind. Wir setzen ferner voraus, dass die Function u ebenfalls 
real ist und nebst ihren Ableitungen in der Nabe eines Werthes $ = a sich 
regular verbalt, und stellen uns die Aufgabe, ein Intervall von a bis I anzu- 
geben von der Besch.aifenh.eit, dass das Vorzeichen des Integrals 



/ 

J n. 



fiir jedebeliebige der bezeicbneten Functionen u bestandig dasselbe [279 
bleibt, so lange x dem Intervalle a bis b angebort. 



*) Ein Auszug der vorliegenden Arbeit ist in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 
9. Januar 1902, S. 4ff. erscMenen 1 ). 

Wahrend der Drucklegung der vorliegenden Arbeit wurde der Verfasser L. FTJCHS am Nachmittag 
des 26. April d. J. aus voller Schaffenskraft der Wissenschaft und diesem Journal dessen Bande einen 
grossen Theil seines Lebenswerkes enthalten, und dem er seit dem Jahre 1892 als Herausgeber vorge- 
standen hat jahlings entrissen. Am Voraittag seines Todestages hatte er noch die erste Correctur des 
ersten Bogens dieser Arbeit erledigt. Die Besorgung der weiteren Correcturen und diese vorlaufige An- 
zeige Jdaben, Namens der verwaisten Journal - Eedaction , die Unterzeichneten schmerzerfullt ubernommen. 

E. FUCHS, L. SCHLESINGEK. 

i) Vgl. die vorhergeliende Abhandlnng LXXIV. B. P. 
Fuclis, matliem. Werko. HI. 44 
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Wir bedienen nns Merzu eines Hiilfsmittels , welches dem in der V arlations- 
reclinung bei der Umformung der zweiten Variation angewendeten analog ist. 
Wir suchen namlich einen linearen Differentialausdruck 

(1.) Q(u) = w^ftM*- 1 ' + + &, 

dessen Coefficienten reale Functionen von #, so zu bestimmen, class 

(2.) F(,*',..., w )-p m QW - ^(w,^...,^"")) 



wird, wo p m den Coefficienten von w (w)a in F(/^ f', .,., w m) ) bexciclmct, und 
wo 9 ebenfalls eine quadratische Form ist, deren CJoefiicaentrn wohlbestimmte 
reale Functionen von x bedeuten. 

Wahrend jedoch in der Gleichuiig 

(3.) f X F(u,u',...,u)Ax = TO/,^,...," 1 "" ),, , 

J 



das Vorzeichen des Ausdruckcs 



in der Variationsrechnung , der Natur cirr in dirsrr Disriplin IMV 
Probleme entsprechencl, ausscr Be trad it kemnnf, ist <*s fiir mism* Auf^ibe 
unumganglich nothig, das Vorzeichon dieses Ausclruckrs 711 kninrn. 

Wir fuhren in dieser Arbeit die nntersudumtr /uniifhst fiir <lm Fall 
ans, wo die Coefficienten der Form ,F(/(, ^', .> ****) von ./ nnubhiiimi*'** rc;ii^ 
Grossen sind, also fiir 

(4.) F(H,u',...,n< a) ) =.- >>.,,<'*V- ( /; II ' 1 ----'M 

; t/ * ^ ', !,..../ 

wo c^ reale Constanten bedeuten und <: ^ r r ist. 

Ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tlnui, kcinruiii wir a n \viiJiltn. 

II. 
Fiir n = I sei 
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und 

(2.) F(u, tO - c n Q (uf = 2 (c 01 - c lt Zl ) uu' + (c 00 - c u g>) u\ 

Soil die rechte Seite dieser Gleichung fax eine unbestimmte Function [280 
u ein vollstandiger Differentialquotient sein, so ist die Bedingung zu erfiillen 

( 3 C oo-tfii2i = -Cufli' 

Alsdann ist*) 

(4.) ^,^-^W 1 "^^"^^^ 

Die allgemeine Losung der Gleichung (3.) ist bekanntlich 



wo 

r = 

und A und B willkiirliche Constanten bedeuten. 

Wir wahlen uns dasjenige particulare Integral, welches fiir x = un- 
endlich wird; dasselbe lautet 

(6.) & = - r e x +e l r r l. 



Der Ansdruck g^ ist immer eine reale Function von x. Haben namlich 
c co , c n gleiche Vorzeichen, so ist r real, sind die Vorzeichen von c 00 , c lx ent- 
gegengesetzt, so ist r rein imaginar r = $i und es ist q l = Q cotgp#. 

Fiir Functionen w, welche sich. in der Nahe von x = regular verhalten 
und fur x = verschwinden , ist g^w, folglich Q(u) ebenfalls in der Nahe 
von x = regular. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (c 00 c u jj^, welcher 
fiir a? = den Werth Null annimmt. 

Aus (4.) ergiebt sich also 

(7.) 

Wir nehmen jetzt an, dass c u positiv sei. Nach Gleichung (6.) hat y t 
fur hinlanglich kleine positive Werthe von x einen beliebig grossen negativen 



*) Vergl. LEGENDRE, M^moires de 1'Acaddmie des* sciences de Paris 1786. 

44* 
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Werth; demnach ist fiir dieselben Werthe von a- der Ausdruck 01 c^ 
positiv. Dieser Ausdruck behalt das positive Vorzeichen bis 

(8.) ^oi- c nffi = 

wird. 

281] Ist x cc der kleinste positive Werth, fur welchen (^ unendlich wird, 
die kleinste positive Wurzel der Gleichung (8.) und bezeichnen wir init b 
die kleinere der beiden Grossen a und /J, so ergiebt sich demnach, class fur 
eine beliebige Function &, welche fiir #=() verschwindet und 
in der Nahe von $=0 sich regular verhalt, die linke Seite der 
Gleichung (7.) positiv bleibt, solange x dein Intervallc o bis b 
angehort. 

III. 

Fur n > \ wiirde das LEGENDREsche Verfahren die Integration ernes com- 
plicirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, dessen Discussion in 
Bezug auf Eealitat und Stetigkeit der Losungen sehr muhsaui ware. Es ist 
daher die Bestimmung von Q(u) nach einem Verfahren vor/u/iehou, wele/hes 
clem von JACOBI fiir die Discussion der /.wcnten Variation gi^lehrten analog 
ist. Wir gehen zu diesem Zwecke von der I)ifferential^lc v iehnnt( 



aus. 
Da 

(2.) 
so ethalt die Gleichung (I.) die Form 

(3.) P(y) = C^f = 0, 

Wl = 

wo 

(*) G m = 2 s 1 (-v k c, M _^+(-irc mm . 

& = 

Wir bilden nunmehr den linearen Differentialausdruck w ter Ordnioig Q(u) 
derart, dass Q(u) verschwindet, wenn fiir u ein System linear unabhangiger 
Losungen y^y^..^y n der Gleichung (3.) gesetzt wird. 
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Diese Losungen haben gewisse von HESSE*) und CLEBSCH**) aufgestellte 
Bedingungen zu befriedigen. Dieselben sind erfullt, wenn wir die Anfangs- 
werthe von y l3 y t , ..., y n so wahlen, dass, fur a? =. 0, # 1? #,,...,%, bezw. der 
Ordnung 2^ 1, 2^ 2, ..., n verschwinden***). 

Wir wollen der Einfachheit wegen , ohne der Allgemeinheit Abbruch [282 
zu thun, voraussetzen, dass die Wurzeln r s , r 2 , ..., r n der Gleichung 

(5.) C m r = 

w = o 

von einander verschieden sind. 

Eine lineare homogene Differentialgleichnng mit constanten Coefficienten 
hat die Eigenschaft , durch eine beliebige Ableitung einer ihrer Losungen 
befriedigt zu werden. 1st daher y eine Losung der Gleichung (3.), so ist 
auch jede Ableitung von y eine Losung derselben Gleichung. Wir konnen 
daher die Losung y ^ so wahlen, dass dieselbe fur #0 der Ordnung 2n 1 
verschwindet, und dann 



, _ 

V* ~~ dx ' 
Da eine Gleichung der Form 



mit constanten Coefficienten der Voraussetzung nach nur bestehen konnte, 
wenn die sammtlichen Coefficienten verschwinden, so sind hiernach y^y^^y n 
linear unabhangig. 

Um far eine lineare homogene Differentialgleichung m ter Ordnung mit con- 
stanten Coefficienten, fur welche die characteristische Gleichung lauter ver- 
schiedene Wurzeln ^j^?---?^ besitzt, eine Losung anzugeben, welche nebst 
ihren m 2 ersten Ableitungen fiir x= verschwindet, wahrend die (m l) te 
Ableitung den Werth Eins erhalt, hat man m Constanten y 1? y a , "^7 m derart 
zu bestimmen, dass 



*) Dieses Journal Bd. 54 J ). 
**) Dieses Journal Bd. 55. 
***) Yergl. FROBENIUS, dieses Journal Bd. 85, S. 198. 



i) Hesse's Gesammelte Werke, Abh. 27, 8. 442-r-444. R. F. 
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fiir x = 0, !,...,* 2, und 



Diese. Gleichungen ergeben 
(6.) 



wo cp (r) die linke Seite der characteristischcn Gleichung der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung, tp'(r) ihre Ableitung nach r bedeutet. 

Auf unsere Gleichung (3.) angewendet ergiebt sich dcrmmch: 



WO 

283] 



(8.) 



Nach unseren Voraussetzungcn in No. I sind die roefiidrnfra f f ri reale 

isen. 

(5a.) 



Grosser. 1st daher r eine reale Wur/.el der fili k ie 



2 V - <, 

OT = U 

so ist f^'y) real; wenn nun auch y positiv ist, so is! 

dass 

i 



eine reale Function vori x ist. Al>er wenn /- 



y nr^itiv isf, ;i.ls* /-. 



7,11 siihen, 



so int 



wiederum real 

Ist dagegen r eine complexe Grosse jileich j ^/, so 1st dir 

(1 / r y a: ? ./ , r . r 

0== _JL l e ....- t! ..*'(, ' \>-' 



W0 rj = -0i, ins Auge xu fasscn. Es sind abrr 
als auch 



und /;(/-,) 



und 



e 



USER DAS VORZEICHEN GEWISSER BESTIMMTER INTEGRALE. 351 

conjugirte complexe Grossen. Es 1st denmacli o eine reale Function von x. 
Aus diesen Erwagungen ergiebt sich demnach, dass y t eine reale Function 
von x ist, folglich auch y^ ..., y n . 
In der Gleichung 

(9.) Q(u) = 0, 

welche durch y^ y f , ..., y n befriedigt wird, sind &,...,& demnach reale 
Functionen von x. Da die Losnngen dieser Gleichung in der TJmgebung von 
#=0 Potenzreilien mit nur positiven ganzen Potenzen sind, so ergiebt sich*) ? 
dass q t X) q 2 %\ ..., q n x n in der Umgebung von x = Q nach. positiven ganzen 
Potenzen von x entwickelbar sind. Die zu x = gehorige determinirende 
Fundaraentalgleichung der Gleichung (9.) hat der Voraussetzung gemass die 
Wurzeln w, n + 1, . .., %n 1.' 

Setzen wir daher [284 

(10.) * u = x n v, 

wodurch (9.) in 

(9a.) v + SiV*-* + -~ + s n v = 

iibergeht, wo 



so sind die Wurzeln der zu x = gehorigen Fundamentalgleichung von (9 a.) 
0, 1, 2, ..., n 1, es muss daher (^^) fl . =ao verschwinden fur A = 1, 2, ...,%. 

Die Gleichung (a?^) _ = ist Equivalent (^ 2 + ^ 1 ^) a .._ = 0, also ergiebt sich 



wo ^j,(^) eine nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitende Eeihe 
bedeutet. Ebenso folgt aus (^ 2 ? 2 ) a ._ o = 



J_ = ' 

also 



*) Dieses Journal, Bd. 68, S. 360 1 ). 



1) Abh. YE, S. 213, Band I dieser Ansgale. K. F. 



352 UBER DAS YOKZEICHEK GBWISSER BE8TIMMTER INTEGRALS. 

wo wieder $,(#) eine nach positiven ganzen Potenzen von ,r fortschreitende 
Keihe bedeutet. 
Allgemein ist 

(11.) & = + **(*)> 

WO 



und ? x () eine nach positiven ganzen Potenzen von ;r fortschreitende Reihe 
bedeutet. 

Um in der Gleichung 

(13.) F(U, U\ . . - , tt <W ) - C 

cp zu bestimmen, sei 



Arccufrn dip Abh'if unirt'it 



285] Bezeichnen wir wie bisher init 

so ist 



I ;:;.;; 



(15.) = S^^^^ (/) 

to ^^ 

Es hat daher (13.) die Gestalt 
(16.) ^(w,!.',...,^)-^^) 1 - g--l :.'* i -J/v..f . M - 

r. i r, : 

-f 2w" V /f j: , ?(" i- ... \ :.!n'"" v j >( , i/ ; 

Daraus, dass diese Gleichun^ in li^/ui*' auf /v, ^\ ... n!<'iiti'-rh rrfiillt ist, 
ergiebt sich 



Die Gleichnngeii (17.) und (17a.) lidVrn am:h It-irht flit- r\plirittm Aus- 
driicke fur A n , . Setzen wir nanilich 
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so ergiebt sich 



353 



' * * 



-j ---- ^i^n^-v 



(19.) 



wo A 7 Binomialcoefficient ist. 

Aus den Gleichungen (17.) oder (19.) folgt: 

* fl _L fW/w _ 

(20.) 



Man bestatigt diese Formel aus den Gleichungen (19.) unmittelbar [a86 
fur A = 0, A = 1 und beweist alsdann, mit Hiilfe der Gleichung (17.), indem 
man dieselbe fur Tz = n K 1, I = [i auf die Form bringt 



dass sie giiltig ist fur A + 1, wenn sie fur 0, 1, ..., A erwiesen ist. 
Setzen wir 

so nimmt die Gleichung (20.) die Form an 



IV. 

Es seien /^(flj), /*,(#)? -? /m+i(^) g anze rationale Fnnctionen m ten Grades 
von , in welchen der Coefficient von ^ w gleich Eins ist. Bilden wir die 
Determinante 

x + m) f z (x + m) ... 



(i-) 



D = 



so lasst sich dieselbe vermoge der Identitat 
(2.) ml = 

Jb'uclts, mathera. Werk. HI. 



45 
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(3.) D = ml 

umformen. 

Setzen wir 



1 ... 1 

1) /'.(s+Mi-1) ./ 



wo ^ den Coefficienten der bochsten Poten/, von ./ bcdcutct, wclcher in der 
Diiferenz f^xj f^x) vorkommt, so ergiebt sich 

287] /"(* + - 1) /',(' + '-!) ... /;. WM (.* + w-l) 

/;(* + /// - 2) /;,(.<; + < - -j) .../;.,, r/- + w - 2) 



(5.) D = w ! f 



'J.7M+1 ] 



fi*ifui*"ifim+i S * n( ^ g anze rationale Kuw.tiown (///"-I)* 1 '" (inuics, !n* 
der Coefficient der (w-~l) ten Potenx gldoh Kins ist, 

Die Determinante D liisst nidi durdi Anwi*ii<iiintr <1<T Idrntitiit 

umformen in 



dcnen 



(7.) I) = m! 

i 

Setzen wir 



wo ^ den Coefficienten der hochsUn Poten/, von ./ 
Different f^(x)-f^(x) vorkomint, so ist hiornarh 

ml (m - 1 ) ! ftl ft ls . . . f i, t wt t . F;J:S . , . 
- 2) /; 4 (.-i; + w . ^ 2) . . . /; t iii4 4 u . 



f*.:.*l*S) 



- wi - 



, \\rlrhrr in der 



wird 
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Man siebt, dass durcb Fortsetznng dieses Processes scbliesslicb erbalten 

D = w!(w-l)!(w-2)!...2!l! 
(10.) 



wo die Bedeutnng der ^ mit doppeltem Index ans dem vorhergettenden [288 
ersicbtlicb ist. 

Wir beben bier einen speciellen Fall bervor, von welcbem wir spater 
Gebraucb macben wollen. Sei 

(11.) X(x) 

nnd 



(x- m] (x - m - 1) . . . (x ~~ 



so ergiebt sicb far diesen Fall ans der Gleicbung (10.) 



V. 



Sei 
(1.) 



p __ 



wo die A m dieselbe Bedentnng baben wie in No. IIL 
Ans der Gleicbung (20a.) No. Ill ergiebt sicb 

>-!)... (-*))'(.-, 



wo 



(3.) 



A == 



3 



1 A .1 



45* 
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Setzen wir 



(4.) 



289] so wird 
(5.) A = 

(6.) 



A' = 



CBO 



Es ist aber nach (A.) No. IV 
(7.) A' = (V.U 

Wir erhalten daher schliesslich 

[n (n !)...(-. A) n < 



i s \ 

I..,, 

. A ! (A - 1 ) ! . . . a ! 1 ! | 



VI. 



Nach der vorigen Nummor, (il 

eine wesentlich positive (-Jrrosac. 
Die quadratische Form 

(1.) ' ? = 



(!>.), i s < 



0,1,. ..,;i n 

0, !,..., W I/ 



lasst sich nach einer von JACOBI*) hemihrcnden Methodc uuf folgcncle Weisc 
*) Dieses Journal, Bd. 53, S. 270 1 ), 



C. G. J. Jacobins Gesamraelte Werke, Bd. Ill, 8. 590. R. P. 
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durch eine Summe von Quadraten darstellen: 

7T2 7T2 TT* TT2 

(2.) ? 



- ... _ ... -_ 

Po PoPi Pn-iP m Pn-iPn 



wo P Q J P t i -) P n die in voriger Numraer, Gleichung (1.), angegebene Be- 
deutung haben und J7, If, . . ., Z7 ft lineare homogene Functionen von w, w', . . ., w 01 "" 
bedeuten, deren Coefficienten gauze rationale Functionen von J t , ..., J B nnd 
deren Ableitungen sind. 

Bezeichnen wir mit a den kleinsten positiven Werth. von a?, fiir welchen 
eine der Grossen ^, . ..,.y n unendlich wird, so sind fiir alle positiven "Werthe 
von x, die kleiner sind als a, die Coefficienten A^ der Darstellung der- [290 
selben durch Gleichung (19.) No. Ill gemass, stetige Fnnctionen von <c. 

Nnn ist nach voriger Nummer, Gleichung (B.), 



(3.) PI = 2(A+i)n-(^.+n "*" Grlieder mit steigenden Potenzen von x. 

Demnach ist p^ fiir < x < & stetig und fur hinlanglich kleine Werthe 
von x positiv. Fiir hinlanglich kleine Werthe innerhalb derselben Grenzen 
ist daher auch nach Gleichung (2.) cp eine definite positive quadrati- 
sche Form. 

Eine Zeichenanderung von Q Coefficienten der Quadrate in Gleichung (2.) 
wiirde nach dem Tragheitsgesetz bei jeder anderen Art von Transformation 
der quadratischen Form in eine Summe von Quadraten ebenfalls eine Zeichen- 
anderung von Q Coefficienten hervorrufen. Wahlt man hierzu die Trans- 
formation durch eine orthogonale Substitution, so ergiebt sich aus der Stetig- 
keit der Coefficienten A EJ dass sblche Zeichenanderungen erst eintreten 
konnen, wenn die Determinante 

(4.) 1-4*1 = o 

ist. 

Wir wollen die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung mit |8 be- 
zeichnen. 

Wenn wir c nn als positiv voraussetzen, so ist fiir Functionen u, welche 
nebst ihren (^ 1) ersten Ableitungen fur x = verschwinden und sich 
iiberdies nebst ihren n ersten Ableitungen fiir =. regular verhalten, nach 
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Gleichung (13.) No. Ill 

(5.) f*F(u,u', ..., w )ete = < 9(tt,tt',... l w (I| - t> ) + ^ f g(w) a cte. 

J -A). 

Wir gelangen also zu folgendem Resultat: 

Bedeutet u eine beliebige Function, welchc ncbst ihren w-i 
ersten Ableitungen fur x = verschwindet und aich iiberdies 
nebst ihren n erste"n Ableitungen fiir x == o regular verhult, so 
ist das Integral 

f*JF(*X,.--,O<fc 
'o 

fiir positive zwischen und b gelegeno Werthc von ./ positiv, 
wenn 5 die kleinere der beiclcn Grosseu und /I dnrsfrllt, und 
wenn c nn positiv vorausgesctzt wirci 

291] VII. 

Die im Vorhergehenden skizzirtc; Untersuchung hat nicht iisrr fiir die 
Anwendungen ein praktischos InteresHc; sie kann virhnrhr asi-h in rrin ana- 
lytischen Fragen verwerthet wcrden. 

Es moge geniigen, dieses an clem fV>Igcn<lt*n UtMspiflt- zu rrliiutrrn. 

Betrachten wir die 

(a.) 

wo F(u, u\ . . ., u (n) ) dieselbe IJesclia.ffenlic^t wit* hn Vorhrrirt'}irfiirfi hut, \viih- 
rend f(x) eine inncrhalb des Intervallc i s vrm ./' u his j // iviruliiiv nul(t 
Function der realen Variablen .7' ist (// isl die* in \oriir<T NUIUIIHT cliarakffri- 
sirte Ghcosse). 

Wird eine "Losung der (jileichung (.) durc-h dir Anfjnii:>\v'rtlir 

U = 0, ?' =r ? .... '' ., (I 

fiir a? = bestimmt*) und die.se Losung fiir reale positiv*' \\Vrlhr urn ./ 
verfolgt, so unterliegt die Frage, ob man in rimmi ^r\viss'ii Infrrvall coiner 



*) Dass dabei selbstverstandlich /"((>) von Null versrhiiMlen Ki;in IIIUKH, iiai nilr ini-iri Vatrr tivi der 
Herstellung des Manuscripts mundlich bemerkt. K Fn 11-, 
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Singularitat von u begegne, bekanntlich grossen Schwierigkeiten. Aus den 
Resultaten der vorigen Nummer kann man nun beispielsweise folgenden 
Schluss ziehen: 

f x 
1st I f(x)dx nicht fur alle Werthe von x des Inteivalles bis b positiv, 

J o 
so kann u nicht in dem ganzen Intervalle eine reale sicli regular verhaltende 

Function bleiben. 



ANMERKUNGEN. 



1) Anderungen gegen das Original. 

S. 346, Zeile 5 v. u. wurde und % -= c^ ist hizugfugt, 

851, 2 und 8 steht im Original: das8 y l folglieh auch yj,...,^ reale Fuuctionen 
von x Bind.. 

2) Vgl. die Anmerkung s;ur vorbergohenden Abhandlung LXX1II. II. F. 



LXXVL 

TIBER ZWEI NACHGELASSENE AEBEITEN ABELS UND DIE SIGH 

DARAN ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN IN DER THEORIE 

DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN*). 

(Acta Matliematica, Band 26, 1902, S. 319332.) 



* I. [319 

In zwei nacbgelassenen Abhandlungen (t. II, No. VIII und No. IX der 
von SYLOW und LIE besorgten Ausgabe der ABELschen Werke von 1881) hat 
ABEL die Satze LEGENDRES iiber Vertausclmng von Parameter und Argument bei 
den elliptischen Integralen dritter Gattung auf lineare Differentialgleicliungen 
ausgedehnt. 

Diese Arbeiten ABELS sind alsdann von JACOBI (CRELLES Journal, Bd. 32, 
S. 185 J j) durch eine abweichende Darstellung derselben in ein belles Licht ge~ 
stellt worden. 



*) Die Abhandlung , welche wir Mer verofferitlichen , ist die letzte, welche aus der Hand des ver- 
ewigten Verfassers stammt. Als die Abhandlung schon im Bruck war , wurde der Verfasser am 26. April 
plotzlich auf der Strasse von der Krankheit betroffen, welche nach wenigen Minuten seinem rulunreichen, 
der mathematischen Wissenschaft mit so grosser Hingabe und so seltenem Erfolg geweihten Leben ein 
Ende machte. Die Zeit und der Platz fehlen uns augenblicklich um eine angemessene Schilderung zu 
geben von der Stellung, welche FUCHS in der mathematischen Wissenschaft einnimmt, sowie von dem ge- 
waltigen Einflusse, welchen er auf die Entwickelung der Mathematik in den letzten 37 Jahren, seit dem 
Erscheinen seiner beriihmten Abhandlung Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
ausgetibt hat. Eine solche Schilderung wird jedoch, wie wir erfahren, nicht lange ausbleiben. 
Die Redaktion. 

1) Jacobi's Gesammelte Werke, Bd. II (1882), S. 121 ff. E. F. 
Fuclis, mathein. Worke. III. 46 
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Sind A^ A^ ..., A n ganze rationale Functionen von r } so betrachtet 
JACOBI neben dem Differentialausdrucke 

320] wo die oberen Aecente Ableitungen nach x bedenten, den .Differential- 
ausdruck 

welchen wir jetzt als den zu [y] t adjungirten*) bczeichnen. Da nach LA T 
GEANGE *[y\ + y\z\ fur willkiirliehe Functionen y,s em vollstiiiuliger Diffe- 
rentialquotient ist, so setzt JACOBI 

Wenn die unabhangige Variable ,7: in [//],, f//] 3 , [//, z\ mil cinrr unablifingigen 
Variablen a vertauscht wird, so* sollen diesc* Ausdrii^kr mil [//)',''' ', \a\^\ [//, ^] la) , 
und im Gegensatze hierzu die urspriinglichen auf ./ br/iiglicthcu Ausdriicjke mit 
[y]r [y]a> [y ^] (a:) bezeichnet werden. 

Sei 81, dieselbe Function von a wio J von ./ mid 



so ist 



eine ganze rationale Function von r und , 
(A.) // vr^-. 

wo C m7} den Coefficienten von J; P in I./'""' 1 ')., 

Beziehung 

1 
# < 

aus welcher er die andere ableitet: 

5 f \ ~\ u) d ?/ 



*) Vergl. CRELLES Journal, Bd. 76, S. 183 



J \* ui-n timirt nun die 



) Abh. XVI, S. 421, Band 1 dieser Ansgabo. It. F. 
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wo y eine Losung der Gleichung [y] = 0, j eine Losung der Gleichung 
[j]< a) = o bedeutet. 

1st y^y z ^"^y n ein linear unabhangiges System von Losungen der Glei- 
chung \y\ = 0, # 1? #21 ? # ebenso ein linear unabhangiges System von [321 
Losungen der adjungirten Gleichung [^] 2 ==0, die beiden Systeme so gewahlt, 
dass [y^zj = 1, [y^zj = 0, fur i 4= ft, so folgt aus den Gleichungen' 



fur eine beliebige Function z 

(1.) 
und ebenso aus den Gleichungen 

fur eine beliebige Function y 

Setzt man mit JACOBI in r. fur z 

/%da 
5 
x ex. 

wo 5 eine Losung der Gleichung [j]^ } = bedeutet, so folgt unter Anwen- 
dung der Gleichungen (B.), (l ), (2.) das Resultat: 

(C.) 



wo t) A , J A resp. dieselben Functionen von a sind wie y^ ^ von a?, und wo die 
Summation auf der rechten Seite sich auf # = 1, 2, , . ., w; A = 1, 2, . . ., w und 
auf dieselben Combinationen von m ?j p wie in Gleichung (A.) bezieht. 

Fiir i = 0, 1, ..., % 1; k = 0, 1, ..., w 1 stellt (C.) ^ 2 Gleichungen dar, 
welche gestatten die ^ 2 Grossen /7~^rr li^^^r durch die n* Grossen /T^Z^K 
und umgekehrt auszudrticken. 

Sie liefern die vollstandige Losung des Problems, welches sich ABEL in 
der No. IX der bezeichneten Abhandlungen gestellt hatte. 

46* 



364 USER ZWEI AEBEITEN ABELS UND DIE SIl'H ANSOHLIESSENDEN UNTERStK'HUNGEN. 
3 aaJ 11- 

No. 1. 

Am Schlusse seiner Abhandlungen (('REUJES Journal, Bel :*:>, 8. 196 1 )) 
sagt JACOBI: Um das aufgestellte Theorem in elu vollstiiudiges Licht zu 
setzen, und insbesondere die Anfangsgrenzen der Integrale 7,11 bcstimiuen und 
die nothwendigen Beschrankungen ties Theorems anxugeben, ist es rioting, 
den Character der Ldsungen der linearen Differentialgleichungen, deren Co- 
efficienten ganze rationale Functional! der Variublen sind, wiher xu ergriinden, 
wofiir, wenn man die ssweite Ordnung ilberschreitet, noch wenig von den 
Mathematikern geschehen ist. 

Nachdem mir die Resultate ineiner Untersiichiingen iiber die Natur clieser 
Functionen die Mittel hier/su gewahrt hutton, unttTnalitn ich <s, die ABEL- 
JACOBischen Theoreme EU priicisiren. Ks ^clang mir ^l(u<*h/,i*itig, auf diese 
pracisirte Formulirung mich stiitaend, ('onsecjuoii'/ru diestr llitMjrenic* von, ^vie 
es scheint, weittragender Bedeutung zu xi(*htjn. Die- K'siiltati' (licscr I r nter- 
suchung liabe ich im ('RKLLKschen Journal, Bd. 7r, S. {77 If. a ) unfi'i* dein 
Titel Uber lielat.ionen, welc.he filr die* f /wis(*.h.*n jt* /WCM sin^uliiren 
Funkten erstrcckton Integra,le cier Lcisuii^c.'n lincarer I) i ffVrnif ia.l- 
gl e i e h u n g* e n s t a, 1 1 f i n d c n verottcntlir.h t. 

In dieser Arbeit bescbranken wir uns auf 1 Hlfrrt'ntial^Itnrinui^ini der 
Klassc, welc-he ich in rnein(?r Arbeit (( 'RKLI.KS Journal, U<1. ';, S. I4f', (il. 
;'l. 2.) :i j) daldn oharactorisirt hat.te, dass in rl(*n zur riu^chun^ jrdrs dcr singu- 
laren Fnnkte gehorigen Kntwic.kelungen uic-ht uwndlirh violr nrgativr Po- 
tenzen auftreten, welche also fiir jc*(l( k n singularrn Punkt elur delcniiiitin^idt* 
.Kundamentalgleic.hnng a.ufweiscn. 

Nachdem iiachgewi(\sen 1st, da.ss die adjuugirtp l)ifi'ercntial t a'li'ichun^ j<chr 
Gleichung dieser Klusse ebenfalls /,n dcTselb^t KIass( pihort, und (liistrlb(n 
singularen Punkte besitzt, werdcn die 4 Be/iehnngeii erortert, wrlrht- /\vis<--h(iii 
den zu demselben singularen Punkte gehorigen detennininnd*n Kun 
gleichungen der JJiiferentialgleichung und ilirer adjuii^irtc'ii statttindim. 

i) C. G. J. Jacobi's Gesammelte Werke, Bd. II (1882), S, KM. ii. r. 
) Abb. XVI, S. 415, Band 1 Aieser 4usgal>. It. P. 
) Abk VI, S. 186, Band I dieser Auegftbe. R. F. 
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Es wird die Differentialgleichung jener besonderen Klasse in die Form [323 
gesetzt : 



if* = 0, 
o 

wo F k (x) eine ganze rationale Function & ten Grades bedeutet und 

F(x) = (x-aj(x-aj...(x-a^ 

ist. 

x 

Nun wird nachgewiesen, dass bei vorgeschriebenen singnlaren Punkten 
a^ a 2 , . . ., die Coefficienten der Functionen F ln ^(x) so gewahlt werden 
konnen, dass die Wurzeln der zu jedem a k gehorigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung der Gleichung (D.) von einander verschieden und ihre realen 
Theile negativ und absolut kleiner als Eins sind; was zur Folge hat, dass 
auch fur die zu (D.) adjungirte Differentialgleichung 

(E.) -W = SaC-^^DLn^-a)^,^)^^)^] = 

die Wurzeln der zu jedem a k gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung 
die nainliche Eigenschaft haben. Die Coefficienten konnen aber so gewahlt 
werden, dass gleichzeitig die Wurzeln der zu x = oo gehorigen determinirenden 
Fundamentalgleichung fur jede der Gleichungen (D.) und (E.) von einander 
verschieden und in ihren realen Theilen .positiv und grosser als Eins werden. 
Von der Differentialgleichung (D.) wird in der Fortsetzung der Arbeit 
vorausgesetzt, dass die Wurzeln der zu jedem a k gehorigen determinirenden 
Fundamentalgleichung von einander verschieden, und in ihren realen Theilen 
negativ und absolut kleiner als Eins sind, wahrend fur x = oo nur gefordert 
wird, dass die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung von ein- 
ander verschieden seien. Nach den daselbst angestellten Erorterungen hat 
alsdann die zu (D.) adjungirte Gleichung (E.) dieselbe Eigenschaft. 

No. 2. [324 

Wir setzen (S. 178 der Arbeit 1 )), urn die dutch, die Integration in [y, z\ 
eingefiihrte Constante zu fixiren, 

(1.) [!M] 



6. 416, Band I dieser Ausgal>. R. F. 
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Wenn nun nach Gleichung (D.) 
(3.) A* = ?-**-(*) *V? 

gewahlt wird, so wird unter den am Schlusse cler No. 1 erwiihnten Voraus- 
. setzungen nachgewiesen, dass: 



wenn ^ eine Losung der Gleichung ("D.) t a i*imr cler sin^uHuvn Punkte 
a^ a a? ..., a , und von a verschieden Inf. 

Setzt man in Gleichung (K.) a un <lir Sfrlli* dt*r Vari f iblin ./', und be- 
zeichnet dann eine Losung dersclben mit 5, so iVilt^t rh^nso 



wenn a? von a verscliieden ist. 

Es wcrdc nnnrnehr die ;/;- Khinc dun-h riant /UMUIHIU Mh;m"in<lm sich 
selbst nirgeiidwo scbncidendon Liiiienzug 2 / r^-hnitfrn, drr ilir Ptmktc 
a j7 a 2 , ..., a () in sioh anfninnnt, drr ahrr ;mc'h diin-h ^/ liiiKiurchgoht, 

wenn die realen Thtnle cJc^r Wuraeln cirr 7,11 ./ * :: ln'lriiirrj fit frrminirendcn 
FuTidamentalgleicltung grosser als Kins sini. lv inn^t' / d n Thril den 
Schnittes <3 bo/,ci(5liTieii, welclicr in fiii*r t j in fur ailt-rual f'r !, -'t/ti'n Kich- 
325] tung von a H nac.h ^ UH fiihrtr. \\Vnn an dit- st.il*- .it r \ ari.tirlm ./- jr e - 
setat wird, so soil die -K!)cnr (lurch rinrn mit 2 -ii-h ill rkrmlr, Liiitnxug 
zerschnittcti werdo.n. 

Es wird jetzt, imter Urilu-haltun^ drr in (:;.) f.-.f-i h-rti n l!r<! utuii^ von 
^4 A , von der A.KL-JAcois(tIitn (ilridiunir (I>.) iiii-^r-njuMi, i i -\*l'lir mit // 
eine Losung der (Uoichung ( I).), mit \ rinr Lo^iiny iln- I *;* icl^ni:: (K.) (nach 
Vertauschung der Variabien ./ mit ) b/richn't mini \\i,.l ii* * dliu-htmg 
in Bexug auf x langs / u von a t bis f/ ufi , uncl in Br/ji- anf f ian- / von a % 
bis a,^ iritegrirt, wobei voraus^sst-tx.t wird, dav, dii 'Ii,rili' / und / nic-ht 
zusammenstossen, so erhalt die linke Sritc narh fit fl c ,|, j, } m im n (1.) und 
(5.) den Werth Null, es ist also 
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(F.) f ^dx C^daUy^ = 

(1. c. S. 188, GL (4.); S. 206, Gl. (T.) 1 )). 

Erheblichere Schwierigkeiten stellten sich in den .Weg, als wir die 
Gleichung (B.) in Bezug auf x und in Bezug auf a resp. langs zweier auf 
einander folgender Theile I , I zu integriren unternahmen. Es wiirde mich 
zu weit fiihren, wenn ich die Hulfsmittel, welche wir (1. c. S. 189 206 2 )) 
aus einem tieferen Eindringen in die Natur der Losungen der linearen Diffe- 
rentialgleichungen schopfen mussten, Her skizziren wollte. Ich muss mich 
daher begniigen, das 1. c. S. 20 6 3 ) erhaltene Resultat Her nur zu beschreiben: 

Wir bezeichnen mit YJ I , 7] 2 , . .-., r in das zu x = oo gehorige kanonische 
Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung (D.), mit C a , C 2 , . .., C n das 
zu x == oo gehorige kanonische Fundamentalsystem der adjungirten Gleichung 
(E.), welche so gewahlt sind, dass vj fc , Q adjungirte Elemente bedeuten (1. c. 
p. 183 4 )). Ferner bedeuten \ , 7) 2 ,...,7)^ das zum singularen Punkte o^ +1 
gehorige kanonische Fundamentalsystem der Gleichung (D.)? ^?^'*"'^ 
das zu demselben singularen Punkte gehorige kanonische Fundamentalsystem 
von Losungen der adjungirten Gleichung (E.), welche wieder so gewahlt sind, 
dass 7]^ und C^ adjungirte Elemente bedeuten. (VergL die Definition des zu 
einem singularen Punkte gehorigen Fundamentalsy stems in meinen Arbeiten, 
CEELLES Journal, Bd. 66, S. 139 und Bd. 68, S. 364 5 )). 

Zwischen diesen Systemen finden die Gleichungen [326 



statt, wo 6 H , c u Constanten sind, fur deren Berechnung in meiner Arbeit 
(CRELLES Journal, Bd. 75, S. 21 6 )) ein Weg angegeben worden. 

Sind r l9 r 2 , ..., r n die Wurzeln der zu ^ +1 gehorigen determinirenden 



1) S. 4527 und S. 447, Band I dieser Ausgabe. E. P. 

2) Ebenda S. 428447. R. F. 

3) Ebenda S. 447. K. P. * 
) Ebenda S. 422. E. F. 
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Fundamentalgleichung der Gleichung (D.) 
(7.) -D(r) = 0, 

so ist 

(8.) 

wo cp A (x), <k(#) in der Umgebung von rr = a+x hoiomorph nnd fur :/* = a^ 
von Null verschieden sind. 
Es zeigt sich, dass 

/o \ IT, ^, 1 = <% (a )il/-(tt )l)'(r-i} 

(^ , j 1 * ftp i -*ty J YA V l * +1 / f A \ n u 4-1 / X/ V 1 / * 

wo JD'(') die Ableitung von D(r) nach r bedeutet 

Die in %(^') ? ^(^0 auftretenden willkilrlichen Kactoren wercien nun so 
gewahlt, dass die rechte Seite der (Jleic.hung (0.) den \\"c*rtli Kins anniinmt, 

so dass 



(10,) 

In gleicher Weise lassen sich die unbestinnuten KactdrtMi vein r^ \ k so be- 
stimmen, dass 

(lOa.) ho'^l = l > 

/wischen den Grossen c. ik mid b. k finden dir (ih k irinin^;ii statt 



327] Nacli diesen Erorterungen imd Festsc^zung't 4 !! wint das 
erschlossen : 



wo ^, dieselbe Function von a ist wie ^ von r, L c. S. 2oo ! ). 



i) Abh. XVI, S. 447, Band I dieser Ausgabe. K. F. 
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III. 

No. 1. 

Der wahre Sinn und die "Wichtigkeit der in den Gleichungen (F.), (G.) 
auftretenden Resultate wird in ein helleres Licht gesetzt durch eine Arbeit, 
welche ich spater in den Sitzungsbericliten der Berliner Akademie (22. De- 
cember 1892, S. 1113 1 )) veroffentlicht habe. 

In dieser Arbeit wird auf die Rolle hingewiesen, welche die Coefficienten 
der Fundamentalsubstitutionen der Losungen der Differentialgleichung in jenen 
Relationen (F.), (G.) spielen. Zu diesem Ende ist nur eine etwas veranderte 
Sclireibweise der rechten Seite der Gleichung (G.) erforderlich. Durch diese 
Schreibweise tritt der Umstand besonders heryor, dass die rechte Seite ledig- 
lich von den Coefficienten der auf a beziiglichen Fundamentalsubstitution 
der Losungen T^, 7) 2 , . .., TJ B abhangt. Dieser Umstand aber bringt es mit sich, 
dass die Relationen (F.), (G.) einen invarianten Character haben, in dem Sinne, 
dass sie fur die gesammte Klasse yon Differentialgleichungen, zu welcher eine 
vorgelegte Differentialgleichung gehort, die gleiche Form behalten. Diese In- 
varianz macht es moglich, gewisse beschrankende Voraussetzungeii, welche in 
der Arbeit (GRELLES Journal, Bd. 76, S. 177 ff. 2 )) iiber die Wurzeln der de- 
terminirenden Fundamentalgleichungen gemacht worden sind, aufzuheben. 
Dieses wird in der in Kede stehenden Arbeit nachgewiesen; es wird nur, um. 
Complication en in der Darstellung zu yermeiden, die Voraussetzung gemacht, 
dass die Differenzen zweier jener Wurzeln, wenn sie nicht sammtlich ganz- 
zahlig sind, aber zum Auftreten yon Logarithmen keine Veranlassung geben, 
nicht zum Theil ganzzahlig sein sollen. 

Sei ' . [328 

F(x) = (x-a^(x-a^...(x-a q }(x^\}(x-\)...(x^l^ 
und 



(I.)' (D.) [y] = a F^ an ^(x)F(x)*y = 0, 



(2.) (E.) W = SaC- 1 )"" 1 ^^-*^^)^)^) = 0, 



T = + a, 



i) Abh. LX, S. 141 dieses Bandes. E. P. 

2^ A"bh. XVI. S. 415 ff.. Band I dieser Ans^alje. E. F. 
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wo 8,, &,, > &<j diejenigen singularen Punkte bedeuten, bei deren Umkreisung 
sammtliche Integralquotienten ungeandert bleiben, wahrend mit tf^ ,,..., a 
diejenigen singularen Punkte bezeichnet werden, fur welche die Differenzen 
der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen nicht ganze Zahlen 
sind. 

Es werden nun vorlaufig noch die Vorausseteungen der Abhandlung 
(CRELLES Journal, Bd. 76 1 )) festgehalten, dass die Wurzeln der 7,11 a^ a s , ..., a 
gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen 
negativ und absolut kleiner als Eins sind, und, urn die oben erwahnte ver- 
anderte Schreibweise der rechten Seite der Gleichung (G.) zu erzielen, wird 
die Substitution 

(6 ft ) (s. II, No. 2, GL (6.;) 

mit JB, die Substitution 

t , 0, ..., 
0, A t , ..., 



* ? 



'0, 7 ..., Aj 

0\,r 2 , .. ., r n die Wurzeln der zu a u+1 gehorigen determiniiviulen Kundaniental- 
gleichung) mit L bezeichnet; dann ist 



die dem Umlaufe um a angehorige 'Kimdainentalsul>.stitution. Si^tzt man 
die Determinante 

so ist nach den Gleichungen (11.) in II., No. 2 

Ckl = A"" 

329] Alsdann ergiebt sich aus Gleichung (G.) 



/%+! 



Ath. XYI, 8. 415 ff., Band I dieser Atisgabe, K. F. 
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wenn wir 



setzen. (Vergl. Sitzungsberichte, 1. c., p. 1117, GL (S'.) x ). 

Die rechten Seiten der Gleichungen (G'.) sind lediglieh durch 
die auf a +1 beziigliche Fundamentalsubstitution des Funda- 
mentalsystems \, \, ..., Yj fl bestimmt. Diese Gleichungen repra- 
sentiren n* Gleichungen fiir die n* Coefficienten g t7c dieser Funda- 
mentalsubstitution. 

No. 2. 
Wir konnen zunachst durch eine Substitution 

wo die Grossen 1? a , ..., Null oder positive ganze Zahlen bedeuten, die 
Gleichung (D.) in eine Gleichung 

(&) -&0 i i r'"T n 

yerwandeln, fiir welche die Wurzeln der zu a^ a^ ..., a Q gehorigen determini- 
renden Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen positiv sind. 

1st m^ \ die hochste ganze Zahl, welche in den realen Theilen der 
Wurzeln d'er zu a a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung der 
Gleichung (2.) enthalten 1st, so werde 

(3.) 

gesetzt. Wir beweisen nun, dass man n ganze rationale Functionen 
CP (#), cp (#), ..., cp (x) derart bestimmen kann, dass, wenn 

T0v//Tl\/' ' I n 1 \ / 



und 

(5.) tt = P () to + P,^) w'+ - 4- P M (aO ^ (n " l> 

gesetzt wird, die Differentialgleichung, welcher w geniigt, 



i) Ato. LX, S. 145 dieses Bandes. B. F. 

47* 
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(6.) C 9 u + C l u'+- + C H n = 

iiberhaupt dieselben singularen Punkte wic (2.) besitzt, und class die realeu 
Theile der Wurzeln der auf 1? a t ,..., beziiglichen deteirminirenden Funda- 
mentalgleichungen von (6,) zwischcn Null und der negativen Kinheit sich be- 
finden. 

Die Gleichung (6.) gehort zu derselben Klasse mit der Glei- 
chung (D.), daher sind die Fundamcntalsubgtitutioncn /u je cinem 
singularen Punkte ftir beide (Jlcichungen iiboroinstimniond. 

Hieraus fliesst das folgende ]lt'ultat: 

Wenn die Gleichung (I).) in Bo/.tig auf die Wur/.eln der de- 
ter minirenden F u n d a m e n t a 1 g I r i r him # i n ni c- h I; d u n V o r a u s - 
setzungen entspricht, auf Grund cleren c!ic* (ilrirhun^ ((T.) auf- 
gebaut wordon ist, so kanu durch rational** KcM-hnun^sopcratio- 
nen eine mit (13.) zu derselbon Klassci fjoliorijrc I)iffrr<fiitial- 
gleichung, wie Gleicliiuig (G.) 7 hor^r'hiil il wi-rcit-n, \vHrhu den 
genannten Vorauasetzungcn (ieiuigc lcist(rt. Man hat alsdann 
in der linken Seite dor Glciclning (CiV) nur fiir r t , \ . (/ Iir auf die 
Gleichung (G.) beziiglichen cutsi>r<M:hcMi(IcMi IMUI < f i mi rn /,u sub- 
stituiren, wahrend die rcclitcn Seitrn ini^ca/ndr r1 hlrihrn. Die 
so erhaltenen n 2 GleichuTigeu ((i'.) licdVrri alsdann die Cooffi- 
cienten ,9^ der zu a fi+l gchorigou KuinlaincMita I <n hsl i I si I i on der 
Gleichung (I).). 

No. H. 

In derselben Arbeit werden alsdann noc-h die ItcdafioiH^n discuitirt, 
welche durch die Gleichungen (F.) und ((i'.) zwischcn den l)esfinnnlen InttJ- 
graleii 



und den Coefficienten der zu a t+i gehorigen FundamcntulsubstituticiKai fcst- 
331] gestellt sind. Wir heben daraus das Ergebniss hervor: Sunnntlicbe (Jrckseu 
JT lassen sich durch J<f, J>, ..., /^ und S ammtlicho Grossen If? durch 

TT(,a) TT(,) TT((() v , ' ' ^ 

"-to ? -^ti ? ? -"^ncc-D-i linear und homogen darstellen. 
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Zum Beschluss wird noch die Rechnung f iir n = 1 und n = 2 durch- 
gefiihrt. 

IV. 

Wir erwahnen Her nocli die sicli an die vorhergehenden Untersuchungen 
anschliessenden Arbeiten der Herren SCHLESINGER und HIRSCH. 

Auf den Zusammenhang, der zwischen dem Vertauschungssatze und der 
Integration linearer Differentialgleichungen durch Quadraturen (bestimmte 
Integrale) besteht, hat Herr SCHLESINGER (CRELLES Journal, Bd. 116, S. 9 7 if. 
und Handbuch, Bd. IF, 1897, S. 405 ff.) Mngewiesen. Bedeutet D x (y} einen 
linearen homogenen Differentialausdruck n i6 * Ordnung mit der unabhangigen 
Variablen x und Coefficienten, die ganze rationale Functionen m iQn Grades 
sind, so zeigt sich, dass der AsELsche Vertausch.ungssatz als specieller Fall 
(| = o) in der allgemeinen Identitat (Gl. (C.), 1. c. p. 102) 



enthalten ist, wo 5D S einen linearen Differentialausdruck (m + n) ter Ordnung mit 
der unabhangigen Variablen z darstellt, dessen Coefficienten sicli aus denen 
von D x (und umgekehrt) in einfacher Weise zusammensetzen lassen (GL (2.), 
(3.), 1. c. p. 102, 103). 

Die Losungen von D a (#) = lassen sich auf Grand der angegebenen 
Identitafe, durch die Losungen v der zu S) g = adjungirten Differential- 
gleichung (der EuLERschen Transformirten von D x = 0) in der Form 



= Cv( g -$-* 
J 



y 

L 



und umgekehrt die Losungen von S) s (^) = durcL. die Losungen w der zu 
D x = o adjungirten Differentialgleichung, in der Form 



u 



= I w (z xf l dx 



darstellen, wo i, A geeignet gewahlte geschlossene Integrationswege bedeuten. 
Herr HIRSCH behandelt (Mathem. Annalen, Bd, 54, S. 202 ff.) die von [33* 
mir in den oben erwahnten Arbeiten aufgestellten Relationen (Perioden- 
relationen), nachdem er (Mathem. Annalen, Bd, 52, S. 130 if.) den Fall n = 1 
vorweggenommen , indem er 1) mit Benutzung der erwahnten SCHLESINGER- 
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schen Arbeit diese Relationen in der von mir gegebenen Form aus dem Ver- 
tauschungssatze herleitet (Mathem. Annalen, Bd. 54, II. Abschnitt, S. 249 
275), und dann 2) eine andere der ersten algebraisch aquivalente Form 
dieser Kelationen angiebt, die, in Nachbildung der von RIEMANN fur die ana- 
loge Frage der Theorie der ABELSchen Integrale angewendeten Methode, durch 
dje Auswerthung eines gewissen Randintegrals erzielt wird (1. c. 15 17, 
S. 276295). Unter der Voraussetzung, dass die Monodromiegruppe der 
betrachteten Differentialgleichung eine definite HERMiTESche Form in sich 
selbst transformirt, liefert dieselbe Methode der Randintegration eine Un- 
gleichung far die realen nnd imaginaren Bestandtheile der gedachten Integrale 
(indem eine aus diesen Integralen gebildete HERMiTESche Form sich als stets 
positiv definit erweist), die der von RIEMANN fox die Periodicitatsmoduln der 
ABELschen Integrale aufgestellten Ungleichung analog ist (L c. 18, S. 2 OS- 
SIS; 20, S. 316322). 

Berlin, 15. Marz 1902. 



ANMERKUNG. 



Anderungen gegen das Original. 
Es wurde gesetzt: 

S. 364, Zeile 1 v. u. DifTercntialglcichung statt Dillerentialglcichungun, 

370, 4 v. u. den Glcichungcn statt (lloichung. 

, 3 v. u. BU statt S kl 

371, 13 v. u. wurde >WurzcIn dcrc vor zu a n ,,..., a y hinzugcfiigt. E. F. 



IXXYH. 

Ueber 

den Zusaminenhang 

zwischen 

Cometen und Sternschnuppen. 



JEfc e d e 

gehalten 

am Konigsgeburtstag in der Anla der 
Fniversitat G-reifswald 



von 



Professor Dr. L. Fuchs. 



ftreifswald. 

Druck der Universitats - Buchdruckerei von F. W, Kunike, 
1873. 



Hochansehnliche Versammlung ! 

Wie die Vertreter vieler tausender offentlicher Anstalten unseres Vater- [3 
landes an anderen Orten sind wir heute tier yereint, um den Geburtstag 
unseres allgeliebten und allverehrten Kaisers und Konigs zu feiern. Es kann 
einem Festredner nicht an Stoff fehlen, nm seinen Namen in gebiihrender 
Weise zu verherrliclien. Er darf nur in die Eiille der Heldenthaten hinein- 
greifen, durch welche im letzten Decennium nnser Konig in drei aufeinander- 
folgenden gewaltigen Stnfen zum Schopfer nnseres nenen deutschen Vater- 
landes geworden, nm dnrch schlichte Darstellnng derselben ohne idealisirende 
Zuthaten jedes deutsche Gemiith znr innigsten Dankbarkeit gegen unsern 
Herrscher zn erwarmen und zu erheben. Er darf nur auf die organisatorische 
Kraft hinweisen, mit welcher unser Kaiser der neuen Schopfung durch. weise 
Gesetze einen stabilen Zustand zu verschaffen bemiiht ist, auf die etMsche 
Energie, welche yon ilim ausgehend die wider strebendsten Elemente in das 
allgemeine Bewusstsein der grossen Aufgaben unseres Vaterlandes zu einigen [4 
trachtet, um die ebrerbietigste Bewunderung vor dem Manne hervorzurufen, 
der an Weisheit ein Greis, als heldenmiithiger Kampfer gegen den ausseren 
und inneren Feind deutschen Wesens ein Jiingling dasteht. 

Allein die grossen Thaten unseres Konigs sprecben nocb zu laut in 
unserem Herzen, als dass sie durch Worte ihren adaquaten Ausdruck finden 
konnten. Gegeniiber aber einem solchen Herrscherleben, wie das unseres 
Konigs, gegeniiber solch treuer Pflichterfiillung in den ihm von der Vor- 
sehung auferlegten Aufgaben, werden wir an einem solchen Tage mit un- 
widerstehlicher Gewalt an unsere eigenen Pflichten gemahnt, wir werden auf- 
gefordert, uns unserer Aufgaben bewusst zu werden, dahin zu streben, durch 

s, mathera. Werfce. m. ' 48 
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gewissenhafte Erfiillnng derselben uns unseres koniglichen Vorbildes und un- 
serer Gemeinsamkeit mit dem grossen Vaterlande wtirdig zu machen. Unsere 
Aufgabe 1st die Pflege der Wissenschaft, und nichts ist geeigneter wissen- 
schaftlichen Mannern ihren Beruf zum vollen Bewusstsein zu bringen als die 
Vorfuhrung dessen, was dem menschlichen Geiste durch beharrliche Ausdauer 
bereits gelungen. 

Es sei mir daher gestattet, einen kleinen Abschnitt aus dem Buche der- 
jenigen Wissenschaft vor Ihnen aufzurollen, welche schon oft cine konigliche 
genannt worden, und die gewiss vor alien anderen geeignet ist unser Gerniith 
zu erheben und die Expansivkraft unseres Geistes anzuregeu, Icli meine der 
5] Astronomie. Der Abschnitt handelt von den neuesten Bestrebungcn der 
Gelehrten, den renitenten Mitgliedern des Weltgcbaudes, welcho mit unserem 
Sonnensysteme in nahere Beruhrung kommen, den Coineten und Sternschnuppen, 
Gesetze zu geben. 

Die Untersuchungen iiber diese Himmelscrschehmngcn Iniben niimlich im 
letzten Decennium einen erneuten Aufscliwimg crhalten, \v<5l<;hen man be 
senders der Entdeckung des italienischen Astronomcn SCIHIAFAKKU^ voru /u- 
sammenhange der Sternschnuppen und Cometen und der wcitroichenden Ent- 
.deckung der Heidelberger Naturforschcr BUNSEX und KuccHnrn-T verdankt, 
durch welche eine neuc Wissenschaft, die Pliysik des Himmels, ^c k grthidct 
worden. In der allerneuesten Zeit hat dor als physisoher Astnmom riiliinliohst 
bekannte Leipziger Professor ZOLLNER durch sciu Aufs(Iu!ii (Tn^nulrs Work: 
tJber die Natur der Cometen, Beitrago xur Ges<;hichte und 'I'hoorid dor Kr- 
kenntniss die Frage iiber den Ursprung und die Natur dor erwahnten Hiinmels- 
erscheinungen so zu sagen zu einer brermenden geniacht. 

Man ^ hat es nicht noting, urn in weiteren gehildeteu Kreist^i das Interesse 
an diesen Untersuchungen wach zu rufen, zu dem problematischen Mittol zu 
greifen, welches in dem Hinweise gegeben ist, dass aucli in clie.sen so wle in 
den ubrigen Untersuchungen der Astronomic eine Befriedigung dt\s gtsistigon 
Bediirfnisses nach dem Erkennen und Begreifen der Natur zu linden ist. Jch 
nenne dieses Mittel ein problematisches. Derm wenn allcrdings iur das 
6] wissenschaftliche Bewusstsein das Erkennen stets das allein Be^shrcns- 
werthe war und bleiben wird, so ist dasselbe fur die grossore Menge der 
Gebildeten nur ein Motiv, in welches sie sich dem wissenscliaftlichon Be- 
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wusstsein zu Gefallen hineinzwangen muss. Die Geschichte der Astronomic 
zeigt dieses auf jedem ihrer Blatter. Da diese Wissenschaft die Herrschaft 
des menschlichen Geistes bis in die fernsten Weltraume getragen, so hatte 
man erwarten sollen, dass ihre Resultate, welche den hochsten Triumph der 
Intelligenz iiber die Natur darstellen, in das allgemeine Bewusstsein einge- 
drungen seien. Keinesweges. Es hat auch nicht einmal geholfen, dass das 
theoretische Interesse durch die materielle Theilnahme unterstiitzt wurde fur 
die Sonne, die uns Licht und Warme spendet und unsere Tages- und Jahres- 
zeiten regulirt, fiir den Stemenhimmel, welcher dem Schiffer als Leitstern 
auf der Meeresflache dient. Es hat nichts geholfen, dass die Lehre des 
KOPERNIKUS zum Dogma der gebildeten "Welt geworden, dass die KJEPLER- 
schen Gesetze und das Gravitationsgesetz wenigstens zu einer Zeit des Lebens 
jedem gebildeten Menschen zu Gemuth gefiihrt werden. Als wohnten zwei 
Seelen im Menschen, deren jede ihrer Wege geht, die erne nimmt diese Lehren 
auf, die andere aber verharrt in der Vorstellung vergangener Jahrtausende, 
welche in unserer Erde den Mittelpunkt der Welt und im Menschen das 
Centrum dieses Centrums erblickt. 

Kraftiger, materieller miissen die Einwirkungen sein, welche ein wirk- [7 
liches Interesse an der Astronomie in weiteren Kreisen wachrufen sollen. 
Diese erhabene Wissenschaft muss erst Materie werden, sie muss das Menschen- 
geschlecht aus seiner Gleichgiiltigkeit dadurch wecken, dass sie eine enge 
Wechselseitigkeit zwischen den^ iibrigen Himmelskorpern und unserer Erde 
nachweist, eine Wechselseitigkeit, die bis zur materiellen Beriihrung reicht. 
Das hat die Astronomie der letzten Jahrzehnte gethan, und ein bedeutendes 
Beispiel hierzu bietet uns die neueste Lehre der Cometen und Sternschnuppen. 
Diese modernen Lehren, an sich der lautersten Theorie angehorig, haben uns 
die Himmelskorper naher geriickt, nicht wie die Fernrohre nur optisch, son- 
dern in machtigen materiellen Impulsen. Sie werden, was so viele Jahr- 
hunderte nicht vermochten, erreichen, das Interesse des ganzen Menschen- 
geschlechts an der Astronomie. 

Dass aber die Natur keine Spriinge macht, dass dieser Umschwung nur 
langsam vor sich geht, das haben wir nicht zu unserem sonderlichen 
Stolze haufig Gelegenheit wahrzunehmen. Man sieht heutzutage z. B. die 
Cometen nicht mehr als unheilverkiindigende feurige Ruthen an, aber die 

48* 
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Furcht vor diesen Himmelskoipenx ist keine geringcrc geworden, seitdcm man 
von den Astronomen vernommen, doss Cometen auc:h /.uwwlen die Laune 
8] batten, mit der Erde handgreiflich m wcrden. Kin Bebpid dieser Co- 
metenfurcht ist uns noch in frischcr Erinnerung aus dent Sommer vorigen 
Jahres, wo fur den Monat August em solchcs Rencontre ungekilndigt wax. 

Der Schrecken eines solchen ZusannnentreffciiH hurt sofort auf, wenn 
man .weiss, dass mindestcns mehreremale eim?s jedcu Jahrrs, nicht bloss uu- 
seres Lebens, nicht bloss des Lebens loineres Mww-hen^schlt'rhtt'8, scmdern 
des Lebens der Erde dieselbe gewiasermassen thftrh solrlu* Cuuirteuungcheuer 
hindurchgewandert und jctzt noch immer hindurrhwaiulfTt. l-nd das geschieht 
nicht, ohne class wir es mcrkcn. Wir kunnen cs vichnrhr an dcm friedlichen 
Schauspiele der Sternsclmuppen mit tmsrren Augm srlirn. In tier Unit lehrt 
SCHIAPARELLI und allc Tliatsachen sprwhm daiur, allr (.irlphrtfii Htimmen 
ihm bei , dass wcam es liter auf Knlin Sfrrns-hnujprn i'bt, wir auf der 
Wanderung durch eincn losgetrcnnton Tluul rinrs Cuiurtrn bi^rilirn sind. 

Die ausscre Krachciming dues ComHrn, wii j man ilm mit tnihrwajfnetem 
Auge wahrnimmt, ist Jculem von uns frinnrrlirli. M:n rrblirkt am Himmcl 
in sternartigcr CJestalt cnnc?n sMg!nanntn K*rn, an \\rlr IHM! ^'n-h rin fast 
immer von clT Sonno ab^fwi^idrt* 1 !* Sfhwrif \m au^^i-rurih-nflirh grosser 
Ijunge anschlicsst. LATLACK in st-inrm iM'riihmtru \\rrU*' ubT ilas Wcit- 
gebaude weist nach, da,ss (ii ('(mrt i n in unsi-rnn Sonn*'tr\ ?-HJ aSs Fnmd- 
lingo aiigesehcu werden miisscn. Sir siwl ^cwi^siTma --*-\\ r'tt*-n, \\i"lrhi* you 
9] einern Sonnensystrm zum andrtvn \\atnifni. (ifi.'^li in .'!riM i r ('tmt't %. B, 
in das .Roic.li nnsorrr Suniu.^ so winl ^ ni* nf 'it ^ 1 uun \\< in, nl rr mit 
grosserer odor gcringiTcT Has! M*inr Kinfahrt 'li,.itn. I'/, -iiui ii<-Hl!!iiiiite 
Gesetzp vorhandori, cicrrn System Mrrhanik L F *'!i.Hifi! \\inl, unl ili*^*- ^fiinihim 
folgendes vor: Kiihrt tier ('f>mrt. lanj:*am fin, hat *T im K'-irh** sich als 
Burger nieder/ulasson und wir die IMamifn in rim-r i5^riilM^^rnni Hahn, 
narnlich einer Ellipse urn dh Scmm* zn Ivrris^n. Fahrf T mit u'rus^fr Hast 
ein, so ist er im Reicli nicht /n dnldt'ii, rs ist. ihm \i'lm-hr liinjLjs einc 
parabolischen oder hypcrl>ulischin /wi'igos s*inr Murx-hrutf in lir nnrrmess- 
liche Feme anzuweiseu, weun nicht dit Piuiif^i'iihtirt:**!', in ilrssrn Niilic tlio 
Marschrute voriiberlauft, sicth seiner annrhmrn nnd ihn M* */n sich hcran- 
ziehen sollte, dass er durch seinen Sclmtz erst das Hiirgi'rrr<-hl im Sonnen- 
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reiche erwirbt. Es wird ihm dann wiederum eine Ellipse zugewiesen, langs 
deren er sich nach den Gesetzen des Beiches um die Sonne herumtummeln 
kann. 

Zuweilen aber wird einem Cometen nur vorlaufig das Biirgerrecht ertheilt, 
um ihm alsbald wieder genommen zu werden. So begiinstigte im Jahre 1765 
der Jupiter einen in das Sonnenreich in seiner nachsten Nahe einpassirenden 
Cometen derart, dass ihm innerhalb des Reich.es eine Ellipse mit Sfjahriger 
Umlaufszeit vexbrieft wnrde. Als er aber, wie er musste, im Jahre 1776 nach 
zweimaligem Umlaufe wieder in dieselbe Nahe des Jupiters gelangte, brachte 
ihn dieser machtige Planet auf einen paraboBschen Ast, auf welchem er das [10 
Sonnensystem verlassen musste, um uns seitdem nicht wieder sichtbar zu 
werden. 

Die Cometen, welche sich eingebiirgert, heissen periodische, da sie immer 
wieder nach Verlanf desselben Zeitraumes, namlich desjenigen, den sie zum 
Durchlaufen ihrer elliptischen Bahn nothig haben, der Sonne nahe genug 
kommen, um die zu ihrer Sichtbarkeit nothige Beleuchtung zu erhalten. Die 
anderen Cometen sind nur einmal sichtbar. 

Schon KEPLER beschaftigte sich mit der Frage nach der Natur der Co- 
meten. Seine Beantwortung derselben, so wie diejenige NEWTONS konnten, 
dem derzeitigen Standpunkte der Physik entsprechend, geniigen, alles zu 
erklaren, was man bis dahin an den Cometen wahrgenommen hatte. 

Wahrend man sich nun seit den Zeiten NEWTONS nach dem Vorgange 
von HALLEY sorgfaltig mit der Bestimmung der Bahn der verschiedenen Co- 
meten befasste, blieb die Frage nach ihrer physischen Beschaffenheit ein 
ganzes Jahrhundert fast unberiihrt. Den ersten Anstoss zur Eiickkehr zu 
derselben zu geben war OLBERS vorbehalten, dessen genaue Beobachtungen 
des grossen Cometen von 1811 bis dahin nicht beachtete Erscheinungen an 
diesen Himmelskorpern kennen lehrten. Er beobachtete namlich, dass der 
Schweif nicht von dem hinteren, d. h. dem von der Sonne abgewendeten 
Theile des Cometen ausging, sondern, dass er von der vor deren, d. h. der 
Sonne zugewendeten Seite des Kopfes ausgehend sich zu beiden Seiten des- 
selben umbog und nach riickwarts sich in's Unermessliche verlangerte, etwa [11 
so wie ein iippiges Haar vom Scheitel nach abwarts fallt. OLBERS bemerkt, 
man konne sich diese Erscheinung nur erklaren, wenn man annimmt, dass von 
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dem Cometen in Folge eincr ihm Abstussun^skraft atif seine 

eigene Materie die innercn Theile desselhen narh cli*r Sounr y.u gcschleudert 

werden. Diese warden sich fortbewegcu, wrttit itirltl die Sonne ihrerseits 
ebenfalls eine Abstossungskraft ausiibte, abrr /uin#t MI* 7,111- l r mkehr 

Beide Abstossungen treiben sic narh liintni, wu sit tli u Nr!i t if hilden. * 

Ein wciterer Fortschritt wurdr anp-bahu ilhrrh IJi^i, t \\r], h <T c jj c V(m 
OLBERS gemachten Wahrnehmimgen an M-JU II i. ; n M'ln n i \ IM tra wieder- 
holte und neue Eracheininigen an tii'msilifii hth,V!t*. l\r ^'j,* ili,. Uenultate 
seiner Studien in mtuRterhaftt'r \Vrisr ausi*Mi,ui!i r i'i iii'j .fiiihtnun Ab- 
handlung in den AHtronomisrhen N arh nrlit ri t ]i J. A | r '* 1 s; . K r l)^^ 
achtete namlicli an der vordrren Sritr ill-* H\ iM-i'i.n^ ( m :* n uirklirh die 
Ausstromung von I*irhtma(<*rir ans dt^in K^l !i- J. <! i N M,. i .n. u nt | ( j| e {j mw 
kehr diescr Materir von i.*inrr {r*wi*;sru Nt*'ii ,.\^ />,. j; |.. l!<: j,,, Srhuvifcs 
Die (Jmkehrsteile innsstc.' da sfaftfiniicn, > > \ii - vc ** i Suani* ^twea 
die auBKtrdmcnuic 1 Ccntic^trniiiufriir tin- 1 t M./M * /* i 3 ^ - / Kirn lii'Tiius- 
trcibende Kraft, odc*r wir man aiirii ^.L:* , u< i ; % t ,; , \ , M vj^kraft cles 
(!omcten ilberwog. 

u] Ks war hieniiil tiiirrli uiiyuritrlli.it'. !'* nil . Mr , . ^ 'i^i r 
erstlich einr Irribmclr Kraft* >' i!ii* N ', ( ( \ T S < <:i<i 
terie nach der Sonnr hin srlilr!ti i: , / .1 ! ^ h -, , 4 ; 4 

welch (i dic*sc* Matrrii* xiiriirkstifs^. 

Diesn Thatsju'lirn sim! nii'ht u'i ;.v,il* u;*!,,- ; , . i l( 

welche drnstdbrn nirht Urrlniutii: ti.i;,:*, : * , ; ,' * , \ ' 

welchiu* Wrisr clir Anniihrniir: ..', * , ^ . 1 ,' ,, 

wirk(!ii kann, zrl*^l cirr C'HHUI \Mj 4 !.* . , 4 ', N , 

in 7/wei Ta^rn riiirn Nrlnv if \.u I*. 1 \1 . , /\* . ; \j, , 

bildete. BKBSEL brrrriuifii' au- if i d;*. \ ., * vt 

constatirten abstossrn<Jrii Kiah, :!,<!/ *,, - t \ , 
dieselbc sicli iin mup'k'hr!ru Ui-Aii, s ;\ j- 44 , , , t j , . , <h 
P.APK wiederlioltti dirsclhr K-i lih<ii"j a\ *, iu % t ( 

Cometen von isr>s. 

Seit .UKSSKL sind nirht blip /diaij 
bestirnint wonirii, soncJt'ni \ib* BtMliufL 
Cometen narh drm VonratiL r r \un Or. , 
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andere haben durch die Spectralanalyse die materielle Beschaffenheit derselben 
zu ermitteln sich bemuht, und wieder andere haben. melir oder minder gliick- 
liche Hypothesen liber die Entstehurig der Cometen, insbesondere ihrer [13 
rathselhaffcen Schweife aufgestellt. 

Es ist ein hochst interessantes Thema, die Geschichte dieser Hypothesen 
zu verfolgen und sie der Reihe nach zu kritisiren. Allein dasselbe wiirde 
mich hier zu weit fiihren. Eine jedoch kann ich bier nicbt unerwahnt lassen, 
weil dieselbe gewissermassen zu dem oben erwahnten "Werke ZOLLNERS Ver- 
anlassung gegelen, ich meine die des sonst hochverdienten englischen Natur- 
forschers TYNDALL. Er sieht namlich Kern und Schweif eines Cometen als 
chemische Niederschlage eines undurchsichtigen Gases langs der Sonnenstrahlen 
an. Indem ZOLLNER in scharfsinniger Weise die Griinde TYNDALLS analysirt, 
weist er ihm nach, dass er vier neue Hypothesen machen miisse, um die 
eine ausgesprochene zu halten. Aber selbst wenn man TYNDALL alles zugabe, 
so mtisste man seine Cometentheorie dennoch yerwerfen, da sie insofern einen 
entschiedenen Hiickschritt in die Zeiten vor OLBERS thut, als sie die seitdem 
an den Cometen beobachteten Wahrnehmungen, narnentlich die fiber die 
Lichtausstromung ganz ignorirt. 

Am meisten Beachtung verdient die Cometen -Theorie von ZOLLNER. Er 
kniipft an die beiden von OLBERS und BESSEL cons tatir ten Thatsachen, dass 
die Cometenmaterie sowohl vom Cometen als von der Sonne abgestossen wird, 
und dass hierin die Ursache zur Schweif bildung liege, an und sucht dieselben 
zu erklaren. Schon OLBERS sagte, er wisse zwar nicht, woher diese Ab- [14 
stossungen kamen, allein er fande nichts Unnatiirliches darin, wenn jemand 
sie fiir elektrischer Natur hielte, da wir ja die Ejcaft der Elektricitat in un- 
serer feuchten stets leitenden Atmosphare so grosse Wirkungen ausiiben sahen. 

Diesen Gedanken fiihrt ZOLLNER aus. Er stellt sich vor, ein Comet sei 
eine flilssige Masse. Als solche muss sie sich erhalten, so lange sie im weiten 
Weltraume fernab von irgend einer der warmenden Sonnen wandert. Denn 
so lange hat sie es sehr kalt, namlich wie POUILLET berechnet hat, 142 unter 
dem Gefrierpunkte 'des Wassers. Nahert sie sich auf ihrer Reise einer Sonne, 
z. B. der unsrigen, so beginnt auf dem vorderen Theile die Verdampfung. 
Diese wird um so energischer, je naher der Comet der Sonne kommt, am 
starksten in der grossten Nahe. Es stromt also Cometenmaterie in Dampf- 
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form nach der Sonne hin. Das erklaxt die erste von OLBEHS und BESSEL 
constatirte Thatsache der Abstossung des Cometen auf seine eigene Materie 
in sehr einfacher Weise. Danach hat man zur Erklarimg dieser Erschcinung 
keine neue geheimnissvolle Kraft zu erfinden, man kommt vielmchr mit der 
banalen Erscheinung der Verdampfung einer Flussigkeit aus, wic wir sie auch 
auf Erden wahrnehmen. Wie kommt es aber, dass die Verdampfung in so 
energischer Weise yor sich geht? Der Umstand allein, dass 7,. B. der HALLEY- 
15] sche Comet in seiner Sonnennahe von der Sonne nur halb soweit absteht 
als die Erde vermag dieselbe (loch nicht vollstandig sm erklaren? Doch diese 
Schwierigkeit lasst sich nach der ZOLLNERschen Theorie beseitigen. Es ist 
namlich ein Gesetz der Warmelehre, dass die Verdainpfun^ einer Fliissigkeit 
bei bestimmter Temperatur so lange fortdauert, bis die Spainikraft der fiber 
der Flussigkeit lagernden Diimpfe cine gewisse festfj;eHet/,t< k <iren/*e erreicht. 
Ist die fliissigc Masse maclitig, so xieht sie den entwirkrlten Dampf kraftig 
an, driickt ihn xusammen, vergrfissert seiiu* vSpannkraft, <I5t V*t*nlainpfung hurt 
bald anf. Ist sie gering, so kann die* Verclampfunj? las znr vollstiindigen 
Umwandlung in Dampfform fortgehen wie <H in der Thut bi tlrn kUdnen 
Cometen der Fall ist. 

ZOLLNER sagt W(3it(T 7 bei der krSiftigen l)ainpfrn(\virk*hni^ wrrd* 1 die 
Flussigkeit uiaclitig durc]H k iiian(ler ^eschiittell und /rrrissm , mitl claflurcli 
werde dor Dampf elektrisc^h man hat in tliT That in d<r Niiht* /<*rstau- 
bender WaRRertlieilchen, z. B. in cl<*r Nahr von \Vassi-rf alln, Klrkfricifat sick 
entwickcln geselujn. And(n i rs( k its \vc*isrn ciir rlrklrisc-hrn und iim^tirlisrhen 
EinfliisHe der Sonnenfitinospliiirc* darauf hin, class dir Irf/trrr i*l*ktrisch s<*i 
ist ja docli auch unsero Atrnosphiin elrktrisch. .Nun darf man nur noch 
annehmc*!!, dass Sonnrnrlektru'ifat und ( 'oinrtrnrl^ktrlritiit ^'hncharli^ sincl, 
um die svelte von OLHERS und .BHSSHL (^onstalirtr Tlmtsarln 4 , dass dii* ConH^^n- 
16] materie von der Sonne ab^rstossen \\vrdr, /,u t^rkliiren. I%s kruupfVn hier 
zwei Kriifte, die Massenan/;ic k hun^ drr Sonne und die lfktrisrh' Abstossua^H- 
kraft. ZOLLNEE zeigt durcli "Reclmung, dass in dein KainpfV dirscr Kriifl^ di? 
letztere die Oberhand behalt, wenn deren Spiiil>all ein klrinrr Kurpcr ist. 
In der That hat man es aber mit kleinen Dampf korpiTchru zu thun. Daher 
treibt sie die Abstossungskraft xurilck und /.war so kriifti^, dass sit* wenu 
die Elektricitat der Sonnenatmosphare an Stiirke imr der unserur Erde gleich 
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kame in zwei Tagen schon 70,540,000 geogr. Meilen nacli hinten zuriick- 
legen mtissten und so den Schweif mit der immensen Geschwindigkeit bilden, 
wie man es wahrgenommen. 

Diess in der Hauptsache die Z5LLNERsche Theorie. Icli muss es mir ver- 
sagen, hier die Schwierigkeiten, welche sie, besonders der bald zu besprechenden 
ScmAPARELLischen Lehre von den Sternschnuppen gegeniiber, noch bestehen 
lasst, zu beriihren, da ich sclion zu lange Ihre Geduld durch Hypothesen auf 
die Probe gestellt. Es ist Zeit, dass wir zu lebendigen Thatsaclien iibergehen. 

Unter den Mannern, welche sich mit den Sternschnuppen beschaftigt, 
haben wohl einige, wie COULVIER-GRAVIER, BRUCK, BJESSELMEYER und andere, 
die Ansicht yertheidigt, dass die Sternschnuppen ihren Ursprung in unserer 
Erde oder in der Atmosphare derselben hatten. Allein ihre Griinde waren 
zu leicht zu widerlegen. Es ist vielmehr die Ansicht durch alle Thatsachen 
erhartet und zum Gemeingut aller Gelehrten gewordeji, dass jede Stern- [17 
schnuppe ein verhaltnissmassig kleiner Korper sei, welcher ebenso wie seine 
gewaltigen Himmelsgenossen, dem Grayitationsgesetze gehorchend, eine Bahn 
um die Sonne beschreibt, und auf seiner Wanderung das Ungliick hat, der 
Erde so nahe zu kommen, dass sie ihn mit unwiderstehlicher Gewalt zu sich 
heranzieht. Hatte die Erde keine Lufthulle, so wiixde der Korper, wenn 
seine Bewegung in einer Verticalen erfolgte, mit gewaltiger Geschwindigkeit 
auf die Erde stiirzen. Er tritt namlich nach den Beobachtungen schon mit 
einer Geschwindigkeit in' die Atmosphare der Erde ein, welche im Durch- 
schnitt der anderthalbfachen Geschwindigkeit der Erde bei ihrem Umlaufe 
um die Sonne gleichkommt. Er wiirde also an sich schon in jeder Secunde 
circa 6 oder in jeder Minute 360 geogr. Meilen zuriicklegen. Diese Ge- 
schwindigkeit wird aber noch vergrossert durch die Anziehungskraft der Erde, 
welche ja auch die Geschwindigkeit jedes freifallenden Korpers vergrossert. 
Wie machtig ware also der Anprall einer Sternschnuppe, wenn sie auf unsere 
Erde fiele! Nun hat zwar ALEXANDER HERSCHEL die Sternschnuppenkorper- 
chen gewogen ich meine nicht mit einer wirklichen Wagschale, denn wie 
hatte er des zu Wagenden habhaft werden sollen, sondern durch eine Reihe 
aus der mechanischen Warmelehre entlehnter Schliisse * und fur die meisten 
dieser Korperchen das Gewicht von etwa 1 bis 1 Gramm erhalten. Die Starke 
des Anpralls wird jedoch durch die sogenannte lebendige Kraft, d. h. durch [18 

s, mathem. Worko. 3H. 49 
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das Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit gemesseru 

Es wiirde deshalb der Anprall docli so machtig sein, als der einer Kugel 

von iiber 3 bis iiber 9 Pfd. Gewicht, welehe mit eincr Geschwindigkeit von 

2000 Fuss in der Secunde abgeschossen wiirde. Erwagt man, dass in manchen 

Nachten die Zahl der Sternschnuppen so gross ist, dass sie wie Schneefiocken 

herabstiirzen, dass z. B. nach einer Schatzung von ARAGO am 12. November 

1833 an seinem Beobachtungsorte wenigstens 240,000 fielen, so k5nnte uns 

fiir alles auf der Erde Lebende bange werden, wenn man nicht durch tausend- 

jahrige Erfahrung wiisste, dass die Sternschnuppen atets friedlich versehwunden 

sind, ohne Schaden angerichtet zu haben. Abcr ewt die Lehrcn der Physik 

neueren Datums geben iiber die Gruncle dor Unschadlichk^it der Meteore 

Aufschluss. Aus denselben folgt, dasg wenn ein sich bewogendcr KOrpor cine 

Reibung oder. den Widerstand eincs Mittek zu crloidon hat, soine l< k bendige 

Kraft sich in "Waxme umsetzt. Der Stemschmippenkorper tritt in di< Atmo- 

sphare ein. Zwar sind an der Eintrittsstelle die Luftchit htcn sohr dunn, da 

aber der Widerstand mit der Geschwindigkeit do anrennondon Korpers in 

einem betrachtlichen Verhaltnisse wachst, BO wird in noch bedoutmder Hohe 

von der Erde, im Mittel in einer Hohe von 12 deutechen Moil(n 7 die U^bondige 

19] Kraft des Meteors ganz in Warme umgeeetet ein. I)i<*sc AVSirmo reicht 

hin, so kleine Korper weissgliihend zu machen nnd sic* zu vorliu<*hti#en. So 

dient also die Atmosphare der Erde ala Panztr gogen dit hirninlis<h(n Ge- 

schosse 7 welche sie verzehrt, ehc sie ihre RCIRC bis zur Krdo voll<*ndet. 

Gleichzeitig erkennen wir hieraus noch etwas Andorc's. Wir sa^trn vor- 
hin, die Sternschnuppe beschrcibe im Weltraumc oino Balm urn die Sonne. 
Sie wird nun zwar von dieser beschicnen, nnd miisstc tuts so gut wie die 
Planeten sichtbar sein auf ihrer Reise im Wcitraumi fc . Allc^in sic* ist zu klein, 
sie erhalt also auf ihrer Oberflachc zu wenig Licht, um uns so. viel zuzu- 
senden, dass wir sie sehen konnten. Hieraus folgt, dass sic uns uusichtbar 
bleibt, bis sie in unserer Atmosphare weissgliihend geworden, was <twa im 
Durchschnitt in einer von Hohe 15| deutschen Meilen von dc^r Erde geschieht, 
und tins wieder entschwindet, wenn sie sich entweder aufgezehrt, odor wenn 
es ihr gelungen, allerdings sehr erhitzt unserer Atmosphare wieder zu ent- 
schliipfen. 

Begreiflicherweise hoifen die Naturforscher, dass diese Erscheinungcn nicht 
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wenig zur Aufklarung der schwierigen Frage iiber die Hohe unserer Atmo- 
sphare beitragen werden. 

Ich habe schon angefiihrt, dass in manchen Nachten des Jahres die 
Sternschnuppen in ausserordentlich grosser Zahl auftreten. Von diesen sind 
schon lange am meisten hervorgetreten die Nacht vom 10. August und die 
Nachte vom 12. und 13. November. Im Jahre 1833 beobachteten einige [20 
amerikanische Astronomen, dass die feurigen Linien, welche die einzelnen 
Sternsclmuppen des Novemberschwarmes beschrieben, alle nach ein und dem- 
selben Punkte des Himmelsgewolbes, namlich nach. eiriem genau bestiinmbaren 
Punkte des Sternbildes des Lowen hinwiesen. Sie nannten diesen Punkt den 
Radiationspunkt. Professor OLMSTED erkannte sofort in dieser Erscheinung 
einen wichtigen ScKLiissel zur Losung des Rathsels" der Sternsclmuppen. 

Weitere Beobachtungen ergaben, dass auch der Augustschwarm einen 
solchen Radiationspunkt am Himmel habe, und zwar im Sternbilde des Per- 
seus. Von nun ab gab es erst so zu sagen einen Leitstern, die in den ver- 
. schiedenen Nachten des Jahres sich zeigenden Stemschnuppen zu gruppiren. 
Jede solche Gruppe hat einen solchen herrschenden Mittelpunkt, einen Ra- 
diationspunkt. Durch die Bemiihungen fleissiger Beobachter, namentlich des 
Professors HEIS zu Miinster, JULIUS SCHMIDT in Athen und des englischen Ge- 
lehrten GEEY hat man jetzt nahezu hundert solcher Gruppen formirt und 
ihre Radiationspunkt e am Himmel bestimmt. 

So lange menschliche Augen den Sternenhimmel bewundern, erregten die 
Stemschnuppen ihre Aufmerksamkeit. Wie konnte es kommen, dass obgleich 
seit den Zeiten GALILEIS das bewaffnete Auge selbst nach den entferntesten 
Nebelflecken ausschaute, eine Thatsache wie die der Radiation der Glieder 
eines Sternschnuppenschwarms nach einem bestimmten Himrnelspunkte bis in 
die dreissiger Jahre unseres Jahrhunderts dem Scharfblicke der Astronomen [21 
entging? Nun die Antwort hierauf ist leider sehr leicht. Es gait noch bis 
vor gar nicht langer Zeit nicht fiir guten Ton, nicht eines wissenschaftlichen 
Mannes wiirdig, mit solchen Proletariern unter den Himmelserscheinungen, 
wie die Stemschnuppen es sind, sich zu beschaftigen. In solchen Gestand- 
nissen der Geschichte der "Wissenschaft liegt wahrlich das heilsamst^ Gegen- 
gift gegen den die "Wissenschaft nicht selten gefahrdenden Gelehrtendiinkel. 

Da ich mich hier auf das Nothdiirftigste beschranken muss, so wollen 

49* 
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wir bei den beiden wichtigsten Augustschwarm und No- 

vembersehwarm stehen bleiben, wovon der die Pcrsoiden, der letztere 

die Leoniden genannt wird, namlich Radiationapunkten. Was 

hat em Radiationspunkt fur eine Bedeutung? Es ist bekaunte Krfahruag, 
dass patallele Linien m einiger Entferaung Bchtmien, wic man , 

es jederzeit in einer langeren Baumallce wahrnehmen kann. Die Wege, welche 
die einxelnen Sternschnuppen eines. Sell warm es boHchreiben , sind so weit vou 
tins entfernt, dass sic diesen Scheizx in hohcm Oracle hervorrufen muBsen. In, 
der That sind in Wirklichkeit die fcuzigen Linien cines SchwarmcH parallel, 
Tind nur die perspectivische Tauschung Hsst sie nac-li dem Kadiationspunkte 
22] convergiren. Jede der fenrigcn Linien 1st ein Thcil der Bahn c?ine Htem- 
selinuppenkorperchens des Schwanaes um die Sonne. DafiRelbe wht alo semen 
"Weg im Weltraume nicht vereinzelt, sondem cin inuchtiger Sehwarm solcher 
KSrperchen fliegt in parallelen Balinen ncbeneinander her. 

In eine nene Phase trat die Lehre von den SternKchnuppen durch die 
beriihmte Abhandlung fiber die StemBchmippen von KKMANN in <h*u Astrono- 
mischen Nachrichten des Jahres 1839. Um mm eint? deutliehr(! Vorntellung 
von dem Wesentlichen derselben zu verschaifen, muKsen wir die* nputeren Be- 
stimmungen der Meteor enbahnen, namentlich die von SC*HIAIV\UKIJJ init m 
Hiilfe nehmen. 

Der Augustschwarm fliegt mit grBsserer ocler gerinf?orer Stiirki" am !(. 
August jedes Jahres tiber unserc KOpfe hinweg. Die Bahm-ii seiner Mit- 
glieder, oder wie man aueh sagen kann, die Bahn des Sc-h warms ist mm 
dahin ermittelt worden, dass sie eine Ellipse sei, deren Kheup tfegen tile Kb(iti(5 
der Erdbahn um einen starken Winkel, namlich tH:i' ^eneigt ist. Ihr Urn- 
fang ist ausserordentlich viel grosser als der der Erdbahn; der Sehwarm hat 
namlich von der Sonne einen mittleren Abstand 5()mal so grons als dcr der 
Erde von der Sonne, und braucht 108 Jahre, um semen Umlauf zu vollenden. 
"Wir thun nunmehr gut, wenn wir folgende Fiction anwenden. Ein himm- 
lischer Kiinstler eile hinter dem Schwarme her er muss allcrdings schou 
400 Meilen in der Minute machen und zeichne fur jede cinzclne Stem- 
as] schnuppe mit machtiger Farhe die Theile der jedesmal zunickgclcgten 
Bahnstrecken nach, so wiirden wir, wenn der Maler vor 108 Jahren seine 
Reise angetreten, jetzt einen gewaltigen elliptischen Ring von machtiger Breite 
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am Himmel sehen, und das ware die Bahn des Augustschwarmes. Jedesmal 
am 10. August passirt die Erde dieselbe Stelle dieses farbigen Ringes; der 
Schwarm, den sie in diesem Jahre daselbst getroffen, ist iibers Jahr weit im 
farbigen Ringe fortgeeilt, und doch findet die Erde an derselben Stelle den 
Raum nicht leer, ein neuer Schwarm, welchem derselbe farbige Ring als Balin 
angehort, schiesst auf sie los. Da dieses ein Jahr urns andere so fortgeht, so 
schliesst man daraus, dass der farbige Ring in seiner ganzen Ausdehnung von 
eilenden Sternschnuppen erfiillt ist. Der fictive Ring ist ein wirklicher ge- 
worden, mit Materie erfullt. Dieser Ring ware das ganze Jahr hindurch am 
Himmel zu sehen, wenn das ihm von der Sonne geliehene Licht nicht zu 
schwach ware. Nur in der Nacht des 10. August, wo wir ihn passiren, wird 
ein Theil desselben in der oben angegebenen Weise durch unsere Atmosphare 
in leuchtende Sternschnuppen verwandelt. Von seiner Dicke kann man sich 
eine Vorstellung daraus machen, dass die Erde, welche in einer Secunde 
4 Meilen weit fliegt, voile 6 Stunden braucht, um ihn zu passiren. Es haben 
danach ERMANN und BOGUSLAWSKI seine Dicke auf 864000 geogr. Meilen be- 
rechnet. 

Die Bahn der Leoniden, oder des November schwarms, ist ebenfalls [24 
bestimmt worden. Dieselbe ist ebenfalls eine Ellipse, noch gewaltig genug 
an Umfang, aber geringer als der Ring des Augustschwarmes, es ist namlich 
nach SCHIAPARELLI der mittlere Abstand des Novemberschwarms von der Sonne 
das 10|fache des inittleren Abstandes der Erde von der Sonne. Die Ebene 
seiner Bahn schmiegt sich mehr der Erdbahn an, sie hat gegen dieselbe nur 
eine Neigung von 17 44'. Der Schwarm durchlauft seine Bahn in 33} Jahren. 
Machten wir wieder die Fiction, dass diese Bahn mit uns sichtbarer Farbe 
im Himmelsraume festgebannt ware, so ist dieselbe zwar in einem grossen 
Theile mit eilenden Sternschnuppen erfullt. Denn drei Jahre hintereinander 
trifft die Erde, wenn sie auf ihrer Sonnenreise an derselben Stelle der Bahn- 
Ebene des Novemberschwarmes in den Nachten des 12. und 13. November 
ankommt, machtige Meteorschwarme an. Bei der Wiederkehr nach 4 Jahren 
aber ist es bis auf einige Nachziigler leer geworden, und erst nach 33 Jahren, 
wenn der Schwarm seinen Umlauf vollendet, erneuert sich das Schauspiel. 
Das letzte Mai ging die Erde durch den Novemberschwarm hindurch in den 
Jahren 1866 69, und bot besonders im Jahre 1867 in Nordamerika am 12. 
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und 13. November das Schauapiel cines Sternselmuppensehauers in seiner 
ganzen Pracht. 33 Jahre vorher, am 12. November 183:t, bewundertc und 
25] beschrieb AEAGO das Phanomen und noch 33 Jahre vorher beobachteten 

ALEXANDER v. HUMBOLDT und BONPLAND den Feuerregen des 12. uiul 13. No- 
vember. 

So ware denn also die am Himmel festgemachte Balm <ler Leoniden nicht 
iiberall ausgefullt, aber wie miichtig lang der Schwarm, dor sich auf clieser 
Bahn fortbewegt, sein miisse, ergiebt sich daraus, (lass, obgleich jedes Glied 
des Schwarmes in jcder Secundc dure.hsclmittlich l> geogr. Meiic*u fliegt, die 
Erde drei Jahre hintereinandcr an derselben Stelle Stenw<'hnuppen dicht ge- 
saet findet. Hier haben wir also ein liingstuck, welches nlch in uiiH(rer far- 
bigen Ellipse in 33 Jahrcn herumbewcgt. 

Ahnliche Meteormassen wie die des August und November (iurch/aehcn 
den Himmelsraum in unabst^hbarer ZahL Sic* schi(*hen sie.h iluer ganzen 
Lange nach ahnlich wie diese in Bahnen um die Sonne f<irt, <lie entweder 
auch Ellipsen sind und uns ebenfalk periodiHch siehtbar wtM'dru, oder in, 
Parabeln oder Ilyperbeln, in welehem KalU* sie nic'h uuf einem der uu< k nd- 
lichen Zwcigo dicser Linien in den Weltraum verliereu. Die Hahueu dieser 
verscMedenen Mctcorschwarme sincl xmter alien moglir.iten Wiukelu gegeu die 
Ebene der Ekliptik geneigt, so dans man unit Rerht sagrn kann, das gan/.e 
Sonnensystem wird von Meteorkorperchen durchsdtwiirmt. Xicht niau liier/,u 
die Thatsachen, dass unser gansses Sonnensystc^rn nlch im Weltruuin fortl>rw(gt, 
26] so miissen wir schlicssen, dass nirgendwo in deiasrlhrn fnle Lnvn* Jirrrsc.ht, 
vielmehr iiberall ein lustigea Jagen und Kenn(n iuat(*rieller Iiuiividur.n statt- 
findet. 

So standen die Dingc, als im Jahre 1865 S(IIIAPARELLI mil clem kiihneu 
Gedanken auftrat, Cometen und Sternschnuppcn scrien nic-ht von einandor 
verschieden, namlich Sternschnuppenscliwurme seien abgtttrcjnnte Thilc* eines 
Cometen. 

Seine Griinde sind sehr einfach. Jedermann ist die Krse.heiimng von 
Ebbe und Fluth bekannt. Welcher Ursachc verdankt cliese die .KntstehungV 
Nun, die verscMedenen Theile der Erde sind vom Monde ungleiclx weit ent- 
fernt, die Starke der Anziehung des Mondes auf cincn Theil dc fc r Krd(i ver- 
ringert sich aber im umgekehrten Quadratverhaltniss der Entfernung, demnach 
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zieht der Mond die verschiedenen Theile der Erde verschieden stark an. Steht 
der Mond in unserem Zenith, so liat er das Bestxeben uns und unsere Anti- 
poden so weit als moglich auseinanderzutreiben. Dass wir nicht auseinander- 
gehen, vexdanken wir der an sich respectabelen Anziehungskraft der gesammten 
Erdmasse auf ihre einzelnen Theile. Es kampfen hiex zwei Kxaffce gegen- 
einander und nach den unexbittlichen Gesetzen der Mechanik siegt immer 
die staxkexe. Aber die starkere biisst dabei so viel an Macht ein, als dex 
unterliegende Theil zur Verfugung hatte, der Sieger gebietet alsdann nur 
iiber den tJTberschuss. Dieser Uberschuss ist zu schwach, um die trotzige 
Masse des Festlandes auseinanderzutreiben, das nachgiebigere Wasser folgt [27 
ihr, und dieser Folgsamkeit verdanken wir die Erscheinung der Ebbe und Fluth. 

Dieselbe Naturkraffc aber, welche uns Ebbe und Fluth verursacht, bringt 
manchen Cometen ins Verderben, bereitet ihm einen schnelleren oder langsame- 
xen Untergang. Wenn wir von den physischen Beschaffenheiten dex Cometen 
auch. ganz abselien, so ist doch allbekannt, dass die Dichtigkeit der in ihnen 
angehauften Materie sehr gering sei, weil sie das Licht hinter ihnen stehender 
Sterne nicht bloss nicht abhalten, sondern auch wie aus den sorgfaltigen Mes- 
sungen von BESSEL und STRUVE hervorgeht, nicht einmal wie es unsere 
atmospharische Luft thut brechen, d. h. von seiner Richtung ablenken. 
Fiillt man daher zwei gleich grosse Wiirfel mit Luft und Cometenmatexie, so 
enthalt demnach der letztere ausserordentlich viel weniger Massentheilchen 
als der erstere. 

Gelangt also eine so lockere Masse, wie ein Comet es ist, auf seiner Reise 
im Weltraum in die Anziehungssphare der Sonne, so wird alsbald durch die 
Vexschiedenheit dex Anziehung dexselben auf die vexschieden entfernten Theile . 
des Cometen eine Kraft hervorgerufen, ahnlich der, welche auf der Erde die 
Erscheinung dex Ebbe und Fluth hervorruft Aber die Masse des Cometen ist 
so unvergleichlich viel nachgiebiger als das Wasser, dass sich Theile des Co- 
meten loslosen. SCHIAPARELLI nennt dahex diese Kraft die auflosende Ejcaft [28 
der Sonne. Dieselbe wird um so energischer, je mehr der Comet sich in seiner 
Bahn der Sonne nahert, da die Verschiedenheit der Abstande der einzelnen 
Theile desselben um so mehr ins Grewicht fallen, je weniger betrachtlich sie sind 
ein Umstand, der ja auch zur Folge hat, dass die Mondfluthen die Sonnen- 
fluthen so sehr an Hohe iiberragen. Was geschieht nun mit den losgelosten 
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Cometentheilen? Jeder KSrper, und mag er kleiner wie ein Sandkftrchen, 
wie die Luft in den GEissLBRschen BOhren sein, qua Mat eric, wenn er ins 

Keich der Sonne kommt, sich in einer Ellipse oder einer Parabel oder einer 
Hyperbel um die Sonne bewegen. Der losgeldsten Cometenmanse wird die Wahl 
unter diesen Bahnen nicht schwer werden, sie wird namlich in demselben 
Geleise verbleiben, in welchem sich ihre Mutter, der Comet, bewegt. Nun 
sagt SCHIAPARELLI, diese losgelSstc Comotenmaterie sei eben jener Schwarm 
eilender Korperchen, die line ale Sternschnuppen erscheinen. Wahrlich uichta 
1st einfacher als diese Theorie. Und doch warden ihr die unglaul)igen Natur- 
forscher nur das Lob einer geistreichen Hypothefse gespendet habc k ii 9 wenn sie 
nicht sichtbaiiich durch die Erfahrung sich hatte bestatigen lasHi^n. Das ist 
aber in reichliehem Masse gcschehen. OPPOLZER in Wieu hattt* <lie Balm des 
grossen Cometen des Sommers 1802 in den Astronomischon Nachriehtcn 
29] sorgfaltig bestimmt. Eine Vergleiehung dieser .Balm nilt der sehon oben 
erwahnten des Angustmeteors lieferte BCHIAFAHELLI das uluTrusc-hnult' Reaultat, 
dass beide Bahnen zusammenfallen, und BO Hprac i h SCHI.\PAHKI.M tlas grossu 
Wort aus: der grosse Comet des Sommers 1802 ist die* Mutter der IVrseideti, 
des Augustschwarms, Mutter und Kind lanfen in (lemselhtn (ielcisr um die 
Sonne. Kurze Zeit darauf (am 28. Joamar 1&07) ersehi<n wiedrr von OPPOUEK 
in den Astronomischen Nachrichten die IJahnbestirninaiig (ies (Uimeteu 
1866 No. I oder des TEMPELschcn Cometen, und nclioii am 21*. Januar gt- 
langten PETERS in Altona, OPPOL//EE und SniiAi>AUKi,i.i, all< dnvi unabliJingig 
von einander zu dem Kesultate, dass der TKMPKLseiu* (VniK^t di* Mutter der 
Leoniden, des Novemberschnuppenscliwarms sei, dass beidr, Ccnnef und der 
von ihm. losgeloste Theil, in ein und demselben (ieleise um die* Sonne krtjiseu. 
Seitdem ist es gelungen, zu nocli vielen andenai Sternsehnuppi*ns<h\vurnien 
die beziiglichen Cometen zu finden, aus denen sie entstandin und mit welrhen 
sie in gemeinsamer Bahn um die Sonne laufen. 

Wenn der Comet, von dem durch die auflosende Kraft der Sonne Stern- 
schnuppencomplexe abgetrennt werden, sich wieder in seiner Bahn von der 
Sonne entfernt, so wird zwar die auflosende Kraft der Sonne fortwirken und 
immer neue Masse von ihm trennen, aber mit der Entfemung von der Sonne 
30] wird diese auflosende Kraft immer geringer und geringer. Immer diinner 
und diinner wird also der Riickstand, welchen der Comet in scinem Geleise 
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zuriicklasst, und der ihm nacheilt. Aber wenn der Comet sicli wieder der 
Sonne nahert, verstarkt sich wieder seine Auflosung und das geht so fort. 
Es hat demnach keine Schwierigkeit, zu begreifen, wie sich z. B. nach und 
nach der Eing des Augustphanomens, welchen wir oben beschrieben, bilden 
konnte. 

LEVERRIER hat berechnet, dass die kosmische Wolke, welche den TEMPEL- 
schen Cometen bildet, im Jahre 126 unser Zeitrechnung aus fernen Welt- 
raumen in unser Sonnensystem eingedrungen. Die Sonne hat ihm seitdem 
sehr arg mitgespielt, sie hat yon ihm den oben beschriebenen gewaltigen 
Schwarm der Novemjbersternschnuppen losgelost, wahrend der Comet selbst den 
Beobachtern immer kleiner und kleiner erscheint. Sein wahrscheinliches Loos, 
so wie das vieler seiner Briider ist, ganz und gar in einen Sternschnuppenring 
aufgelost zu werden. So arg spielt die Sonne in ihrer Fiirsorge fiir die Ord- 
nung ihres Reiches den Eindringlingen in dasselbe mit. 

Vor der ScniAPARELLischen Erklarung der Sternschnuppen waren die Er- 
fahrungen, die man am BiELAschen Comet gemacht, wunderbare Rathsel. 
Dieser Comet gehorte zu den ordentlichsten Himmelsbiirgern.. Er legte in je 
6 1 Jahren seine Bahn um die Sonne zuriick und fand sich regelmassig zur 
bestimmten Zeit an bestimmter Stelle, den Befehlen der Astronomen gehorsam, 
ein. Da plotzlich theilte er sich im Jahre 1846 vor den Augen der Be- [31 
obachter in zwei Theile. Beide Theile liefen nun sich von einander immer 
mehr entfernend 20 Jahre als getrennte Cometen neben einander her, bis sie 
im Jahre 1866 ganz und gar verschwanden. 

Die Spaltung dieses Cometen hat nach der ScniAPARELLischen Theorie 
nichts Befremdliches. Es ist die auflosende Kraft der Sonne, welche dieselbe 
bewirkte. Nach derselben Theorie musste man auch erwarten, dass die ver- 
schwundenen Theile sich in Sternschnuppen aufgelost haben. Diese Erwartung 
hat sich erfiillt, und die ScniAPARELLische Theorie hat einen glanzenden Triumph 
gefeiert. Wir waren alle Zeugen day on. In diesem Winter am 27. November 
fand eines der grossartigsten Sternschnuppenphanomene statt. Es war dasselbe 
nur ein starkes Auftreten eines um diese Jahreszeit in bestimmten Perioden 
sich wiederholenden Sternschnuppenschauers, welchen man der Auflosung des 
BiELAschen Cometen zu verdanken glaubte. 

In der Eichtung der Fortbewegung der Sternschnuppen, d. k naeh dem 

Fnchs, mathora. Worke. HI. 50 
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Himmelspunkte hin, welcher dem Eadiationspunktc gerade gegenubet liegt, 
hatte mail suchen mussen, ob sicli nieht in Bcglcitung dcr Sternschnuppen 
Eeste des BiELAschen Cometen entdecken liessen. Dieser Himmelspunkt liess 
sich aber in unseren Gegenden nicht gut bcobachten. Da kam dcr Gottinger 
32] Astronom KLINKEEFUES auf den glucklichcn Gcdanken, den Astronomcn POG- 
SON auf Madias, welcher Ort der Beobachtung dcr genaimten Tlimmelsstelle 
giinstig war, am 30. November telegraphisch aufxufordern, daselbst nach dem 
Cometen zu suchen. Am 3. December fand POGSON wirklich an der be- 
zeichneten Stelle einen Cometen. Indcssen, urn omen Cometen ak einen be- 
stimmten, Her also als den BiELAschen *zu legitimiren, dassu brauc^ht man erne 
Anzahl scharf markirter Kennzcichen. DIese konnten so srhntll in xureichen- 
dem Masse nicht signallsirt werdcn. Da half wic<l<?r OPPOLXKK, welcher (lurch 
seine Beobachtungsenergie schon BO vicl znr (ilorificirung dcr SCHLAPAEKLLI- 
schen Lehre beigetragen. Dutch scharfsinnigc Combination den inr/iireichenclen 
Beobachtungsmaterials hat ct es hochst wahrscheinli<*.h gfinacht, class der von 
POGSON beobachtete Comet der Kopf des BiKLAschcn ('Oiiurtrn sci. Schen 
wir aber auch .ganz von der Frage des BiELAschen (!omc 4 ttu al>, so ist die 
eine Thatsache unangreifbar feststehond, dass KLINKERFI ES durch die Stem- 
schnuppenerscheiimng im Stande war, einen Cometen den Urheber der Kr- 
scheinung in der Bahn des Stctnschnup])cns(i}i\vurm /u < 4 ntlec'keu. 

Glanzender konnte die SCHIAPAHELLISCIIC Theorie niclxt bcnviihrt \V(*rdcn. 
Ein selten schones Loos fur eine mensehliehe Kntd(*<?kung- 

So werden wir dutch das Datum der Kntdeckim^ SCHIAPAHKLLLS auf das 
denkwiirdige Jahr 1866 zutiickgcfuhtt. Wir s(?hon in demnelhen die italieiiiHcdie 
33] Nation mit der unsrigen vetcint, nicht nut auf der An?na des KampfeB fiir 
das Vaterland, sondern auch des Kampfes, dessen Xael die Ktwcutcrung der 
Grenzen unseres Wissens ist. Weim wit von der Bettachtung dcrr uu(*tmoss- 
lichen "Weltraume zu unserer Erde zutiickkehtcn, so konnte em (jnges (jleniuth 
und ein kurzsichtiges Auge leicht verfuhrt werden, diese klcin<i Erdo mit dem 
Treiben der auf derselben befindlichen Gcschopfe kleinlich zu linden. Der 
Naturforscher ist vor diesem Irrthum sicher er weiss es, dass die Welt im 
Kleinen, die Welt unter dem Mikroscop und hoch mcht die Welt der sich 
unserem Auge ganz entziehenden Atome ebensoviel gilt als die Welt im 
Grossen, dass das unermesslich Grosse und unermesslich Kleine nur relativ 
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Von einander verscMeden sei. Und wer ist es, in dem sich beide Vorstellungen 
vereinen? Es ist das winzige Gesohopf, der Mensch, dessen Geist, selber un- 
endlicli, die beiden Pole der Unendliclikeit erst in die Natur hineintragt. 

Wahrend wir also auf unserer Excursion in das ferne Weltreich die 
selbstsiichtige Illusion verloren, der Mittelpunkt des Kosmos zu sein, auf 
welchen iiberall die Zwecke der Natur hinwiesen, wie die Halbmesser eines 
Kreises auf dessen Centrum, so liaben wir als Ersatz das unvergleichlich 
erhabenere Bewusstsein mitgebracht, durch die Kraft unseres Geistes das [34 
ganze Weltall umfassen, so zu sagen den Kosmos reproduciren zu konnen. 

Muss nicht dieses Bewusstsein auch eine hohere Werthschatzung der 
iibrigen Ideen, deren Trager der menschliche Geist ist, also insbesondere der 
Ideen der Sittlicbkeit hervorrufen? Zwar wird die Vergleichung mit den 
Ideen, welche der Naturforschung zu Grunde liegen, uns belehren, dass so 
wie diese auch die Ideen der Sittlidhkeit in ikrer Anwendung dem Irrthume 
unterworfen sind. Allein sie lehrt uns auch, dass die Ideen an sicli von 
ihren Anwendungen unabhangig ewig unveranderlich sind, dass sie uns 
durch ein 'Labyrinth von IiTthiimern, wenn auch nur in asymptotischer An- 
naherung, zur "Wahrheit fiihren werden. 

Wenn wir also von unserer Himmelsreise auf unsere Erde zuruckkehren, 
so werden wir weit davon entfernt, das, was auf derselben um uns herum 
durch Menschenhand vollbracht wird, gering zu schatzen vielmehr ein 
offenes Herz allem Grossen und Edlen, das sich darin kundgiebt, entgegen- 
tragen. 

Wenn wir also von unserer Himmelsbetrachtung aus auf das Jahr 1866 
hingefuhrt werden, so wird die Erinnerung an die Thaten dieses Jahres 
vollbracht im Namen der erhabenen Idee des Vaterlandes auf unser Ge- 
miith einen um so gewaltigeren Eindmck machen. Und es ist das eine [35 
herrliche Eigenschaft der menschlichen Natur von dem Vollbrachten wenden 
wir uns sofort dem Vollbringer zu. in inniger Dankbarkeit. Wir huldigen 
unserem Kaiser, welcher damals in seltener Seelengrosse die durch die Ge- 
schichte unseres Vaterlandes geschaffenen Hemmnisse zu iiberwinden und den 
Grundstein zu unserem neuen deutschen Eeiche zu legen vermochte. Wir 
wissen alle, wie machtig dieser konigliche Vorgang engheftig erbaute Schranken' 
erschiittert, und das bis dahin nur als lebendige Kraft latente nationale Be- 
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wusstsein der Deutschcn mr encrgicvollen Thiitigkeit hefreit hat Und wir 
preisen unsern Kaiser und uns glucklich, schou nach Verlauf weniger 

Jahre unter seiner hcldenmuthigen Fuhrung der horrlichc Ban selber hat voll- 
fuhrt werden kSnnen, dass der Traum vicler Jahrhundcrte in twiner so kurzea 
Spanne Zeit zur Wirklichkeit gcwordcn. I)o<*li noch it das Gc k hiuule nicht 
nach alien Seiten gescHossen, von alien Sciten sturrncn feiiuilicho Klemcnte 
heran, in die Liicken oinxxidringtn inicl die Grundfesteu /.u untcrgrabcn. Aber 
die starke Hand unsercs Kaisers, die starke Hand, welehtt die Vorsehung rar 
Vollbringung so grosser Thaten ausernchcm, wehrt heldonmiithi^ alle Angriffe 
ab und umgiebt das neue Gebuudc mit kraftig<;r Schutxwc'hr. M,5ge dicse 
starke Hand noch lange Jahre unser Schirm inid 8(?hut'/ s< k in. M'oge es 
36] xmserem Kaiser noch vergdnnt sein, scin \Vcrk vollendc.^ und unangrcif- 
bar xu schauen. Moge er als Hchonstcn Ijohn hiillger PtlichterftUlung noch 
sehen konnen, was ein grosses dcutnchcs Jteieii in Frieden an (irossem und 
Erhabenem zu schaffen vermag. 

Gott segne und erhalte unseren Kaiser und Kunig. 
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Hochansehnliche Versammlung! [$ 

Geehrte Collegen! 
Liebe Commilitionen! 

In einer Zeit, in welcher die Anwendungen der Naturwissenschaften auf 
alle Zweige menschlichen Schaffens einen so gewaltigen Umfang angenommen 
liaben^ dass das allgemeine Interesse durch die Errungenschaffcen auf den Ge- 
bieten der Technik vollstandig absorbirt wird, und die Schopferin dieser Er~ 
folge, die theoretische Wissenschaft, ganz in den Hintergrund des offentlichea 
Interesses gedrangt eischeint, ist es wohl nicbt iiberfliissig, sich des Verhalt^- 
nisses bewusst zu werden, in welchem die reine Wissenscliaft, die Theorie, 
zu ihren Anwendungen, der Praxis, steht, sich. den Einfluss vor Augen zu 
fiihren, welchen Theorie und Praxis gegenseitig auf einander ausgeiibt babenv 

Es wurde selbstverstandlich. an dieser Stelle unmoglich. sein, alle Zweige 
der Naturwissenschaften in den Kreis unserer Betrachtung zu zielien. Wenn 
ich mir aber die Beschrankung auferlege, nur die sogenannten exacten Natur- 
wissenschaften ins Auge zu fassen, so diirfte gewiss der grossere Theil meiner 
Ausfuhrungen fiir die iibrigen Naturwissenschaften bestehen bleiben. Ich 
habe mir aber die exacten Naturwissenschaften auserwahlt, nicht nur, weil sie 
meinem speciellen Forschungs- und Lehrgebiet, der Mathematik, am nachsten 
stehen, sondern vielmehr weil die Mathematik den genannten Zweigen der [4 
Naturwissenschaften geradezu zugezahlt werden muss. 

Um dieses gerechtfertigt zu finden, ist es nicht nothig, hier in eine tiefere 
Speculation einzugehen. Es liegt auf der Hand, dass die Objecte der Natur- 
betrachtung, soweit sie durch Maass und Gewicht in Raum und Zeit erfasst 
werden. konnen, ihren adaquaten Ausdruck in den geometrischen und ana- 
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Ich wiinschte wohl hier zu zeigen, dass diese tlbereinstimmiing der For- 
schungsmethoden mehr als eine bloss oberflachliche sei, wenn nicht eine 
solche Auseinandersetzung den Rahmen dieses Voitrages iiberschritte. 

In unserem Zeitalter, in welchem die Anwendung der Dampfkraft und 
der Electricitat so bewundernswerthe Veranderungen in der Lebensfiihrung 
des menschlichen Geschlechtes herbeigefiihrt hat, in welchem. durch die Er- 
leichterung des Verkehrs der Menscben unter einander der Austausch nicbt 
nur der materiellen*, sondern auch der geistigen Giiter in so gewaltiger Weise 
gefordert, durcb die Einfuhrung von Mascbinen die Production in alien ge- 
werblichen Unternebmungen so zu sagen ins Unermesslicbe gesteigert und 
dafiir die Arbeit menscblicber Hand in bobem Maasse bewertbet worden ist, 
in unserem Zeitalter, sage ich, ist es besonders wicbtig, sicb gegenwartig zu 
balten, dass schon in alien Zeitaltern, von welcben uns die Gescbicbte be- [6 
ricbtet, Forscbritte gemacbt worden sind, welcbe fur jede dieser Zeitepocben 
von macbtigen Einwirkungen auf das menschlicbe Leben gewesen sind. 

Da das Neue sich stets auf Grund des bereits Vorbandenen aufbaut, 
musste natiirlich die Gescbwindigkeit des Fortscbrittes in dem Maasse sicb 
steigern, wie ein Zins auf Zins angelegtes Capital sicb zu einem immer 
grosseren und grosseren Capital aufspeicbert. Fragen wir uns, aus welcber 
Quelle die immer neuen Machtmittel zur Bekampfung und Ausnutzung der 
Naturkrafte dem Menschen zufliessen, so lehrt uns die Gescbichte, dass diese 
Quelle nur selten die auf ein bestimmtes Ziel gerichtete Arbeit des Menschen 
gewesen ist. Denn der Zusammenhang zwischen den einzelnen Erscheinungen 
in der Natur ist meistentheils sebr verborgen, und was in der Natur dicht 
neben einander hergeht, tritt dem Menschen ebenso wie dasjenige, was weit 
auseinander zu liegen scheint, durch lange Jahrhunderte als indifferent in 
Bezug auf einander entgegen. Wer hatte z. B. noch im Anfange unseres 
Jahrhunderts zu sagen vermocht, dass Warme, Licht und Electricitat ein und 
derselben Quelle entstammen? 

Das wahre Bindeglied zwischen den einzelnen Errungenschaften der 
Menschheit ist die Wissenschaft, diejenige Bethatigung des menschlichen 
Geistes, welche in das Wesen der Dinge einzudringen bestrebt ist, allein uin 
der Erkenntniss willen, ohne auf den Nutzen oder auf die Losung eines 
praktischen Problems zu zielen. 

Fnche, mathem. Werke. m. 51 
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Es zeugt von eincr vollstandigen Verkennung des Wesens cler Wissen- 

schaft, wenn eincr mcint, doss ein auf Grimd von Krfahrungsthataaehen er- 

wachsenes und auf cincn bestimmten Zweck geriehtetes Problem gelost wcrdeu 

konne, wenn ihn nieht das Gliick dahin begiinstigt, er in dor Wissen- 

schaft die Hulfsmittcl BUT Losung vorbereitet lindet Demi in cler Porschung 

7] nach wissenschaftlichen Walirheiten der mensohliehe (ieist siclx von 

dem Besonderen loslosen und sich xu fri^ein Fluge nach alien Richtungen 

entfalten. Er darf nicht bci eincr Vorstellung stehen ble^iben, er muss viel- 

mehr 'die mannigfaltigstcn Gebilcle durchmusteni und in Rcheinbar inditferenten 

Dingen das Gemeinsame SBII erfassen stri'ben. Wan schw(r losimr ocier un- 

losbar in besonderer Sphare erRcheint, wird oft in unenvartetrr W<ise voa 

einer scheinbar fern von ihr liegenden Sphare beliehtet, and die (ieset/.e der 

einen werden dnich die der andereu enthiillt. Die (..Jfscliiehte cU*r \\'i,ssen- 

schaft lelirt, dass oft Jabrhundcrte andauenide Ar1nit des fn ( i tinitigc'ii inensch- 

lichen Geistes, weldb.e ohne einen andereu Zwc'ck, als <ien <ler AafrU'ckimg 

"wissenscliaftliclier Wahrheitcn untemommen war, in uncTwurteter \\VIKI '/AH 

Auffindung weltbewegcnder Naturgesetw gefuhrt hat. 

Es sei mir gostattct, an eineiu Beispi(4e die* Art, wie <li< Wisseaiscliaft 
arbeitet , hervorzuheben. 

Die crsten Anfsinge der Geometric sowle all** AnlVm^' uat-anvissrnschaft- 
licher Bethatigung liaben iliren Ursprung in den Aniordrrungtui <ies 
LebeiiB. Allmablich lostc sich aber diii Geonuistrie von dcin brsr 
Standpunkte des Suchens nach dem uninittelbar Nutxiichen los, s 
die eigentlich wissenscliaftliclie Geoinctiicx Die volleiuletstv Aushilchin^ iand 
dieselbe in den alten Zeiten bei den Griechen, denijonigin \'olke, bri \vchOieiu 
die Keime fast aller unserer Wissenschaften zu suchen sind. Man bruucJit, 
was die Grundlagen der Geometric anbctrifft, nur den Namen KrKui> /-u 
iiennen, dessen Werk noch heiiteutagx 1 ein mustergiltiges Lehrbuch dieser 
Wissenschaft bildet. Zu den schonsten Errungenschaftcai d<T grieehiseheii 
Mathematiker auf dem Gebiete der Geometric gehort die Th(*orie der drei 
krummen Linien Ellipse, Hyperbel, Parabel, welche unter dem Namen K<igel- 
s] schnitte bekannt sind. In spateren Jahrhunderten haben andere Nationcn 
dieselbe Theorie vertieft und sie auf andere Gebilde ausgedehnt. 

Wenden wir fur einen Augenblick unser Augenmerk von diescm schein- 



REDE BEIM ANTRITT DES RECTORA/TES 1899, 405 

bar so begrenzten Gebiete menschlichen Forschens weg und auf nichts Ge- 
ringeres als auf das Weltall bin. Jedem Gebildeten 1st es bekannt, welche 
Anstrengungen die hervorragendsten Philosophen und Naturforscher durch 
Jahrhunderte hindurch gemacht, um das Gesetz der Bewegung unseres Pla- 
netensystems zu erforscben, wie viele Theorieen aufeinander gebauffc worden 
waren, welche schon- durch ibre Complication den Stempel des Unnatiirlicben 
an sicb trugen, und in der That aucb von den Erscbeinungen der Natur nicht 
vollkommen Rechenschaffc gab en; bis es KEPPLER nacb einer durcb zwanzig 
Jabre fortgesetzten Bearbeitung des TYCHO DE BRAHEScben Beobachtungs- 
materials gelang, die Bewegung der Planeten durcb die drei Gesetze, welcbe 
wir mit dem Namen der KEPPLERschen bezeichnen, in der natiirlicbsten und 
in vollkommen erschopfender Weise zu erklaren. Icb muss diese Gesetee 
bier wiederbolen, um den Zusainmenbang mit dem Vorhergebenden hervor- 
treten zu lassen: 

I. Die Planeten bewegen sicb in Ellipsen, in deren einem Brenn- 

punkte die Sonne sich befindet. 
II. Die von diesem Brennpunkte nacb dem Planeten fiibrenden Strablen 

beschreiben in gleicben Zeiten gleiche Flachenraume. 
III. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sicb wie die Cuben der 

grossen Axen ihrer Babnen. 

Treten wir jetzt in eine dritte Sphare der Naturforscbung ein, welcbe 
wieder scheinbar von den beiden vorhergebenden abseits liegt. NEWTON war, 
wie man erzablt,' durcb das Fallen eines Apfels von einem Baume zum Nacb- 
denken iiber die TJrsacbe des Falles angeregt worden, und wurde zu dem 
Resultate gefubrt, dass eine Einwirkung der Erdmasse auf die Masse des [9 
fallen-den Korpers die wahre Ursacbe sei, eia Resultat, aus welchera sicb die 
Fallgesetze in ungezwungener Weise ergeben. 

Man stand also zu dieser Zeit drei Tbatsacben gegeniiber, wovon jede 
einer besonderen wissenscbaftlichen Spbare angeborte: die Natur und die 
Eigenscbaften der Kegelschnitte , die KEPPLERscben Gesetze und die Massen- 
anziehung, welche der Erdkorper auf die Korper an seiner Oberflacbe ausiibt. 
Aus diesen Tbatsachen folgerte NEWTON auf analytischem Wege, dass die 
Planeten von der Sonne mit einer Kraft angezogen wer den, welcbe direct 
proportional ibren Massen und umgekehrt proportional dem Quadrate ihrer 

51* 
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Entfernungen ist; sowie, dass fur alle Planeten das (xrundmaass der Anziehung 
dasselbe ist. 

Dieses Gesetz, welches sich dohin zusammexifasson lasst, dass die Kraft, 
mit welcher zwei wagbare Massen . auf einander wirken, fur alle wagbaren. 
Massen von derselben Natur ist nnd clem Producte der Massen direct, dem 
Quadrate ihrer Entfernung umgekehrt proportional wirkt, behcrrscht also die 
Bewegungen der Himraelskorper, soweit sic den Ilaum crfullen, ebenso wie 
die Bewegung eines an der Erdoberflache fallenden Steines. 

Diesem Gesetze hatte langer als ein Jahrhundert nach seiner Entdeckung 
die Beschrankung auf die wagbaren Massen angehaftet, ais es COULOMB mit 
Hulfe der Torsionswage gelang, die Kraftwirkung elektriseher und magnetischer 
Massen einer Messung zu unterwerfen und festzustellen, class xwei c^ektrische 
oder zwei magnetische Massen sich mit einer Kraft anziehen oder abstosscn, 
welche dem Producte der Massen direct, dem Quadrate ihrer Kntfernung um- 
gekehrt proportional ist. Jetzt gelangte die Winsenschaft dur<?h Induction zu 
dem. Schlusse: Das NfiwroNSche Gesetz gilt nicht nur fiir die wagbare Materie, 
10] es ist vielmehr ein allgemeines Naturgescte fur alle Wirkmigen von Mussen 
auf einander, welcher Natur diese Massen auch sein mogeu. 

Diesem Bilde von der Arbeit der Wissenschaft 15essc*n sirh, \veun die 
Zeit es gestattete, zahlreiche anderc anreilien. Welclu* schune Aufpibe ware 
es beispielsweise, die Entwickelung der Lehre der galvanischen Stronu zu 
verfolgen, von den ersten Versuchcn GALVANIS an einom bei cltr B(ruhnmg 
mit verschiedenen Metallen zuckenden Froschsclieukel bis 'auf unserr /eit, 
wo die electrischen Drahte sich fast iiber die gauze Erdt* lnnzieli*u! Wir 
wiirden auch hier sehen, wie Manner der Wissenschaft, alleiu von d(in Strebcn 
nach der Erforschung der Naturgesetze getrieben, Vcrsuche mit unabliissigc^m 
Eifer verfolgen, welche weit von einer unmittelbaren praktisclien Anwcnclhar- 
keit entfernt sind (wie es ja auch die Versuche von GAI/VANI ttncl VOI/FA wanm), 
oder wo sie, wie GAUSS und WEBER bei der Verwendung der Entdeckung von 
OERSTED auf die Anlage eines Telegraphen auf, praktiscli verwerthbare Kesul- 
tate stiessen, welche ihnen reichen materiellen Gewinn und Popularitat ver- 
sprachen, solche Verwerthung anderen iiberlassen, um unbehindert ilire For- 
schungen in welchen sie nicht von anderen vertreten werden zu konnen 
hoifen durften zum Segen der Menschheit fortzusetzen. 
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Die Anfange der exacten Natui^ssenschaften, sagten wir vorhin, haben 
ihren Ursprung in den Anforderungen, welche das praktische Leben an den 
Menschen stellte. So berichtet nns beispielsweise HERODOT, dass die Aegypter 
zur Erfindung der Geometrie durch die Nothwendigkeit gefuhrt wurden, die 
in Folge der Niliiberschwemmungen veiioren gegangenen Landesbegrenzungen 
wieder herzustellen. 

Da Messen und Zahlen untreimbar mit einander verbunden sind, so haben 
wir mit Wahrscheinlichkeit auch die Wiege der Arithmetik in Aegypten auf- 
zusuchen. 

Um eine Eintheilung der periodisch wiederkehrenden Jahres- und [n 
Tageszeiten zu finden, und insbesondere auch um sich bei ihren Fahrten auf 
dem Meere orientiren zu konnen, wurden schon in uralter Zeit die Menschen 
zur Beobachtung des Himmels hingeleitet. Wenigstens entstanden aus solchen 
praktischen Bedurfnissen die ersten Anfange der wissenschaftlichen Astronomie 
bei den Chaldaern. 

Bekannt ist, dass ARCHIMEDES durch den Auftrag des Konigs HIERO VON 
Syrakus, den etwaigen Silbergehalt seiner Kione festzustellen, zur Auffindung 
eines Grundgesetzes der Hydrostatik gefuhrt wurde, welches seinen Namen 
tragt. 

Aber auch, nachdem die einzelnen Disciplinen der Naturwissenschaften 
ausgebildet waren, hat das praktische Leben zu alien Zeiten einen Impuls zu 
wissenschaftlicher Forschung gegeben. Dieses geschah nach zwei Eichtungen 
hin. Einerseits wurden Praktiker, welche die ihnexi durch die Wissenschaft 
iiberlieferten Kenntnisse als Mittel benutzten, um die Naturkrafte fiir die 
Zwecke des Menschengeschlechts zu unterjochen, oder Einrichtungen zu 
schaiFen, welche das Wohlbefinden desselben zu erhohen geeignet sind, zu 
Einzelproblemen gefuhrt, welche die "Wissenschaft aufnahm, um ihre Macht 
an der Losung dieser Probleme zu priifen, oder wenn die Errungenschaften 
der Wissenschaft hierzu nicht ausreichten in diesen Problemen einen An- 
stoss zu weiterem Forschen zu finden. Andererseits hat 'es geniale Manner 
gegeben, welche bei Gelegenheit Hirer praktischen Aufgaben intuitiv Gesetze 
erschauten, deren Priifung alsdann zur weiteren Ausdehnung der Wissenschaft 
gefuhrt. 
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titelt: Uber das Verhaltniss der Naturwissenschaften zur Gesammtlieit der 
'Wissenschaft, iiber die Aufgabe wissenschaftlicher Forschung gesprochen: 

Wer bei der Verfolgung der Wissenschaften nach unmittelbarem 
praktisclieii Nutzen jagt, kann ziemlich sicher sein, dass er vergebens 
jagen wird. Vollstandige Kenntniss und vollstandiges Verstandniss des 
Waltens der Natur- und Geisteskrafte 1st es allein, was die Wissen- 
schaft erstreben kann. Der einzelne Forscher muss sich. belohnt 
sehen durch. die Freude an neuen Entdeckungen, als neuen Siegen 
des Gedankens iiber den wider strebenden Stoff, dnrch die astlietische 
))Schonheit, welche ein wohlgeordnetes Gebiet von Kenntnissen ge- 
wwahrt, in welchem geistiger Zusammenhang zwischen alien einzelnen 
Tlieilen stattfindet, eines ans dem anderen sicli entwickelt und alles 
die Spuren der Heirschaft des Geistes zeigt; er muss sich belohnt 
sehen durch das Bewusstsein, auch seinerseits zu dem wachsenden 
Capital des Wissens beigetragen zu haben, auf welchem die Heir- 
schaft der Menschheit iiber die dem Geiste feindlichen Krafte be- 
ruht. 

Soweit HELMHOLTZ. 

Aber glticklicher Weise ist jede Befiirchtung vor der Niederdriickung 
der Wissenschaft durch eine noch so grosse Macht der Verhaltnisse grundlos. 
Der Antrieb unseres Geistes zur Erforschung der Wahrheit ist eine ewige 
unvergangliche Macht, welche von keiner anderen Macht iiberwunden werden 
kann. 

Diese Macht ist es auch, welche die treueste Stiitze unserer Universitaten 
stets gewesen ist und fiir immer bleiben wird. Es ist stets das stolze Be- [14 
streben unserer Universitaten gewesen, die Wissenschaft an sich und nur urn 
ihretwillen zu lehren. Mit Recht fordem wohl der Staat und die Gesell- 
schaft, dass die Universitat ihre Beamten und Arzte ausbilde. Wir losen 
jedoch auch diese Aufgabe am besten dadurch, dass wir als hochstes Ziel 
unserer akademischen Erziehung die Pflege der Wissenschaft als soldier, die 
Erweckung der Liebe zu derselben, die Heranziehung und Anspornung der 
Jugend zur Mitarbeit an den idealen Aufgaben der Menschheit ansehen. Wir 
meinen, dass in diese Bahnen geleitete junge Manner auch die besten in 
ihrem Berufe werden miissen. Systematische Abrichtung zu einem bestimmten 
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Berufe wild nur handwerksmasslg axbeitendc Krafte crzielen, wclchen bei dea 
Aufgaben des wirklichen Lebens diejenige Elasticitlt abgeht, die all- 

gemein wissenschaftlich geschultcn Mazmern ist. DIese Erziehungs- 

raethode unserer Universitaten hat allezeit nicht nur reichc Friichte der 
wissenschaftUchen Forschung eingctragcn, sondern auch dcm deutschcn Vater- 
laude ein von hohert Idealen getragencs und In seincm Berufe tuchtiges Be- 
amtenthum. gegeben, um welches uns andere Nationcn bcncidcten. 



LXXIX. 

Uber einige Thatsachen f 

in der 

mathematischen Forsctang des neunzehnten Jahrknderts. 
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Gedachtnissfeier des Stiftefs der Berliner Mversitat 

Konig Friedrich Wilhelm 

in der Aula derselben 

am 3. August 19OO 

gehalten von dem zeitigen E,ector 

Immannel Lazarus Fnchs. 



Berlin 1900. 
Buchdruckerei von Gustav Scliade (Otto Francke) in Berlin N. 

Fuclis, mathora. Worko. III. 52 



Hochansehnliche Versamnilung ! [3 

Werthe Commilitonen ! 

Unsere Universitat feiert an dem heutigen Tage das Gedachtniss ihres 
erhabenen Stifters, des Konigs Friedrich Wilhelms des Dritten von Preussen. 
Diese alljahrlich wiederkehrende Feier gewahrt uns, deren Aufgabe es 1st die 
Wissenschaft an dieser Universitat zu pflegen, in erster Linie die hochwill- 
kommene Gelegenheit immer von Neuein den Manen des Stifters unsere 
Huldigung und den Ausdruck pietatvoller Dankbarkeit darzubringen fur die 
Schaffung wissenschaftlicher Pflanzstatten, deren Antlieil an der Wieder- 
erhebung des preussischen Staates und an der Entwickelung zu seiner jetzigen 
Grosse, sowie mittelbar zur Erfiillung seiner Mission fur das gesammte Deutsck- 
land allseitig anerkannt wird. 

Aber diese Feier wird auch. stets eine segensreiche Kiickwirkung auf 
unser- geistiges Leben ausiiben. Wenn wir unseren Blick in die Geschichte 
der Zeit versenken, in welcher die Griindung unserer Universitat sich. vollzog, 
so werden wir nicht nur von Bewunderung erfullt werden fur die Manner, 
an deren Spitze der Konig Friedricli "Wilhelm III., welche den Mutli hatten, 
in bedrangter Zeit, die Wiederbelebung des Staates in der Pflege des idealen 
Sinnes seiner Burger, in der Forderung der Wissenschaft, zu suchen; sonderix 
wir werden auch durch die Folgen dieses idealen Strebens fur die Gesammt- [4 
heit dariiber belehrt, dass die Ideale die wahren Trager des Wohles der 
Menschheit sind; wir werden befestigt in unserem unentwegten Streben fur 
die Wissenschaft und in dem Kampfe gegen jedwedes Hemmniss dieses 
Strebens. Es wird dieser Tag auch stets fur einen jeden von uns ein solcher 
sein, an welchem wir, jeder in dem Gebiete, welches ihm zuganglich 1st, 
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reprasentiren, wahrend die sogenannten imaginaren Grossen im Stan.de sind, 
die Lage der Punkte der ganzen Ebene zu bestimmen. Der Schritt von den 
realen Grossen zu den sogenannten imaginaren erschien niclit gewagter als 
der von den ganzen Zahlen zu den Briichen, von den rationalen Zahlen zu 
den irrationalen u. s. w. Da der Name imaginare Grossen viel zur Ver- 
wirrung der Begriffe beitragt, so ist fur diese Grossen allgemein die Be- 
zeichnung complexe Grossen angenommen worden. 

Wenngleich GAUSS in seinen Schriften zahlreiche Belege dafur hinter- 
lassen hat, dass er iiber die Principien der Mathematik tiefe philosophische 
Speculationen aiigestellt hat so hat er sich beispielsweise bei Gelegenheit 
der Rechtfertiguiig der complexen Grossen nicht enthalten konnen, in einer 
Fussnote gegen einen von KANT herriihrenden Beweis der Vorstellung, dass [6 
der Raum nur eine Form unserer ausseren Anschauung sei, Stellung zu 
nehmen so ist er dennbch als Setter Mathematiker und Naturforscher fur 
das Kecht der complexen Grossen erst auf Grund der thatsachlicheii "Wahr- 
nehmung eingetreten, dass diese Grossen ebenso unentbehrlich seien, wie die 
sogenannten realen, dass erst durch die Anwendung der ersteren gewisse Ge- 
setze der Arithmetik einen allgemeinen Charakter gewinnen konnen. Es ist 
charakteristisch, dass GAUSS gerade anf einem Gebiete die complexen Grossen 
zum Siege fiihren konnte, welches, wenn der Ausdruck erlaubt ist, das aller- 
realste in der Mathematik ist, namlich auf dem Gebiete der Zahlentheorie. 
Die schonen Reciprocitatsgesetze fiir die quadratischen E,este linden sich schon 
bei den biquadratischen Eesten nicht mehr vor, solange man einseitig nur 
reale Zahlen zulasst; sie erstehen aber, wie GAUSS entdeckt hat, in ihrem 
ganzen Umfange, sobald man complexe ganze Zahlen in den Zahlenkreis auf- 
nimmt. 

Es ist hier am Platze eines Fortschrittes Erwahnung zu thun, welcher 
im XIX. Jahrhundert,' nach dem Vorbilde des Vorgehens von GAUSS auf dem 
Gebiete der biquadratischen Reste, zunachst in der Zahlentheorie gemacht 
worden ist. Die complexen ganzen Zahlen sind ganze ganzzahlige Functionen 
der vierten Wurzel der Einheit. Wahrend das Gebiet dieser Zahlen insofern 
dem Gebiete der realen ganzen Zahlen gleichstand, dass dort wie hier die 
Primfactoren der Zahlen demselben Gebiete angehoren wie diese, so zeigten 
die nach der Analogie gebildeten ganzen ganzzahligen Functionen einer be- 
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Zeiten verstand man es, durch Anwendung von Cirkel und Lineal die Kreis- 
peripherie in drei, vier, fiinf, funfzehn gleiche Theile zn theilen und ebenso 
in eine Anzahl, welche durch wiederholte Verdoppelung dieser Zahlen ent- 
stelit. Es Jiat dann wahrend zweitausend Jahren kein Fortschritt in der 
Frage der Kreistheilung stattgefunden, bis GAUSS an der genannten Stelle 
das Problem zur Entscheidung brachte, durch welche Zahlen die Anzahl der 
Theilpunkte bestimmt sein miisse, damit die Theilung mit Cirkel und Lineal 
ausfiihrbar sei. Und welches war der Weg, der ihn zu dieser Entdeckung 
fiihrte? Es war das Studium der imaginaren Wurzeln der Einheit, 
eine Untersuchung, welche ftir die Algebra und die Zahlentheorie des XIX. 
Jahrhunderts von machtigem Einflusse geworden ist, und welche als eine ihrer 
unmittelbaren Friichte die Losung des bezeichneten Problems der Kreistheilung 
lieferte. Gab da der Gewinn, welchen die Anwendung der sogenannten ima- 
ginaren Grossen fur das reale Gebiet der Geometrie abgeworfen hatte, nicht 
Anlass genug, den Schleier, welcher jene Grossen umgab, zu zerreissen? 

Nicht weniger aber gab eine andere Gelegenheit einen Anstoss zum 
Nachdenken iiber das Wesen der imaginaren Grossen. Die Konigl. Societat 
der Wissenschaften zu Kopenhagen hatte in den zwanziger Jahren des XIX. 
Jahrhunderts die fur die Kartenprojectionen und die hohere Geodasie funda- 
mentale Preisaufgabe gestellt: die Theile einer gegebenen Flache auf einer 
anderen gegebenen Flache so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten 
in den kleinsten Theilen ahnlich sei. 

In einer Abhandlung, welche der Losung dieser Aufgabe gewidmet [9 
ist, zeigte GAUSS, dass dieselbe mit Notwendigkeit zur Anwendung von Func- 
tionen einer complexen Variabeln fiihrt, welche wi* heutzutage als monogene . 
oder analytische Functionen zu bezeichnen pflegen. Hier zeigte sich von 
Neuem die Wirkung der sogenannten imaginaren Grossen auf die Welt des 
Realen, und somit die Ungebiihr, die Eealitat jener Grossen in Abrede zu 
stellen. In der That fiihrt GAUSS in der genannten Schrift vom Jahre 1831 
die eben bezeichnete Abbildungsaufgabe als einen der Impulse zu der von 
ihm unternommenen Rechtfertigung der complexen Grossen an. 

Man darf es wohl sagen, dass die gewaltigen Fortschritte, welche die 
Analysis im XIX. Jahrhundert gemacht hat, wesentlich dem Umstande zu 
verdanken sind, dass man abweichend von den Speculationen fruherer Zeiten 
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bei der Betrachtung der Abhingigkeit veranderlicher Grossen, dieselben nicht 
auf sogenannte reale Werthe beschranktc, sondern vielraehr die allgemeiaen 

complexen Werthe in Betracht zog. Auf Schritt und Tritt kann man diese 
Behauptung in der Analysis dieser Zeit nachwciscn. Ich mich jedoch 

Her damit begnugen, dieses an einigen den Elemcntcn der Analysis ent- 
nomxnenen Beispielen zu erlautern. 

Sind zwei veranderliche Grossen in algebraischer Abhangigkcit von em- 
ander, tmd yerlangt man, dass die cine der Veranderlichen (lurch clen Zu- 
sammenhang mit der anderen jeden beliebigen rcalcn Worth erziele, so ist 
dieses im allgemeinen nieht moglich, so lange der Werthbercich clieser anderen 
Veranderlichen dem realen Gebicte angehort; dieses wircl vielmehr erst da- . 
durch moglich, dass man dieser Vcriindcrlichen gcBtattct, die reale Axe m 
verlassen und sieli frei in der ganzcn Ebcnc f /u i*rgclun. Das (ileiche nehmea 
10] wir, nm bei den elementaren Functionen xu vcrbltibtn, bii d<?n trigono- 
metrisclien Functionen Sinus und Cosinus walir. Man er/.iolt fiir dieselben 
nur einen realen Werthbereich, der, vom Zeiclien ahgosfhrn, iiic'lit grosser 
ist als Bins, so lange die unabhangigo Variable* nur n?alo \\ r i*rllu > (hirchliiuft, 
wahrend die Gesammtheit aller iibrigen realen Werthe fiir jonr Kunctionen 
erst hervorgerufen wird. wenn man fur die \mabhiiugig(t YenutdtniH'he coni- 
plexe "Werthe zulasst. 

Es ist Her jedoch am Platze hervorxuhebc;n, class rine ahnlic-hr Kr- 
scheinung zu Tage tritt, auch wenn man fiir diet fuwticmahm rM"/,5(hungou 
zwischen zwei Veranderlichen durch wcg dtis (j!(samintgtl)5(?f <UT roinplrxeu 
Grossen zulasst. Die Entwickelung der Analysis cles XIX. Jahrhundfrts hat 
zu Functionen einer complexen Variabeln gefiihrt, bei wdc-heu dlr (irsammt- 
heit aller complexen Werthe der unabhSingigen Vcirsiiidcrlic.hi'ii inir zu cinem 
beschrankten complexen Werthbereich der ablislngigen ViiriiiKlcrlii'InMi filhrt. 
Es darf sogar wohl behauptet werden, dass diese Eigenschaft d<*r Mt?hr//ihl 
derjenigen Functionen zukommt, welche durch Differentialgleicluin^iii clefinirt 
werden. Man konnte nun auf den Gedanken kommen, diesein M'.ang(l (lurch 
Einfuhrung neuer Grossen, denen die complexen Grossen untergeordnet sind, 
abzuhelfen, in der Hoffnung, fiir die Functionswerthe dadurclx die gauze Ebene 
frei zu machen, dass die unabhangige Veranderliche auf das Gebiet jener neuen 
Grossen ausgedehnt wird. Allein da ? wie schon erwahnt, allgemeinere Grossen 
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als wie die complexen nicht den sammtlichen Kechnungsoperationen wie die 
letzteren unterworfen werden konnen, so muss man auf diesen Versuch ver- 
zichten. Man muss vielmehr die Thatsache des beschrankten Werthbereiches 
der Function als einen natiirlichen Ausfluss des Grossenbegriffs hinnehmen. 

In dielEpoche, in welcher GAUSS das Eesultat seiner Reflexionen iiber 
die complexen Grossen substantiate , fallt die Entdeckung der Theorie der [u 
elliptischen Functionen durch ABEL und JACOBI. Diese Functionen, welche 
der Analysis des XIX. Jahrhunderts neue P-erspectiven eroffneten, und seit- 
dem der Geometrie und Mechanik durch zahlreiche Anwendungen dienstbar 
geworden sind, waren ohne Herbeiziehung der complexen Grossen in ihrem 
innersten Kern unverstandlich und einer Weiterentwickelung unfahig geblieben. 
Wahrend namlich die trigonometrischen Functionen sicL. einer realen Periode 
erfreuen eine Eigenschaft, auf welcher die schonsten Anwendungen jener 
Functionen beruhen . , wurde in den elliptischen Functionen ein Functions- 
gebiet erschlossen und zugleich zum Abschluss gebracht, welches mit zwei 
Perioden begabt ist. Aber diese beiden Perioden sind so beschaffen, dass 
ihr Verhaltniss durch eine sogenannte imaginare Grosse dargestellt wird. Die 
letztere Eigenschaft aber ist gerade das Fundament fur die analytische Dar- 
stellung der elliptischen Functionen geworden, eine Darstellung, welche auch 
die Anwendbarkeit dieser Functionen fiir das reale Sein bedingte. 

Wahrend GAUSS das Verdienst zugesprochen werden muss, den complexen 
Grossen ihr Biirgerrecht in dem Eeiche der Grossen gesichert zu haben, ist 
es dem grossen franzosischen Mathematiker CAUCHY vorbehalten geblieben, 
die bis dahin nur geduldete complexe Grosse zur Hen*scherin in der Analysis 
zu erheben. CAUCHY, unser Aller Lehrmeister in der Analysis, auf dessen 
Schultern alle, welche bis jetzt nach ihm diesem Gebiete ihre Krafte zuge- 
wendet, gestanden haben, begann in den zwanziger Jahren des XIX. Jahr- 
hunderts eine lange Eeihe von Arbeiten, in welchen er zuerst die elementaren 
Theile der Analysis, die bis dahin sich nur auf reale Werthe bezogen hatten, 
auf del* Basis der complexen Grossen neu begriindete, um alsdann zur Aus- 
dehnung der in der Differential- und Integralrechnung verwendeten Vor- [iz 
stellungen auf die complexen Veranderlichen fortzuschreiten. Auf diesem 
"Wege gelang es ihm, iiberall unverriickbare Fundamente fiir die ganze Ana- 
lysis festzulegen. Indem er so die ganze Machtfiille der complexen Grossen 

Fuclis, mathom. Werko. Tti. 53 
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vielmehr eine reale Wesenheit im Eeiche der Grossen zugeschrieben werden 
miisse. 

Die zweite Thatsache, von welcher wir oben gesagt, dass sie den Arbeiten 
des XIX. Jahrhunderts ilir characteristisclies Geprage aufgedriickt habe, lasst 
sich als die Methode kennzeichnen, die functionalen Beziehungen zwischen 
veranderlichen Grossen begrifflich so zu fixiren, dass die Abhangigkeit 
derselben fur ihren ganzen Verlauf vollkommen und unzweideutig bestimmt 
wird, unabhangig davon, ob fiir die functionalen Beziehungen geeignete Dar- 
stellungen durch analytisclie Formen herstellbar sind. 

In gewissen Fallen gelangt man zu einer solchen begrifflichen Fest- 
stellung, indem solcbe Fundamentaleigenschaffcen einer Functionsklasse eruirt 
werden, aus welchen alle anderen Eigenschaften derselben als logische Folge- 
rungen fliessen. Solcher Fundamentaleigenscliaften kann es mehrere geben. 
Da sie sich. gegenseitig begrifflich bedingen, so wird unter denselben eine 
solcbe ausgewahlt werden konnen, welcbe entweder begrifflicb die ein- [14 
facbste ist, oder welche den Zwecken der besonderen Untersucbung entspricht. 
So ist beispielsweise fur die trigonometrischen Functionen eine solche Funda- 
mentaleigenschaft das fiir dieselben aus den Elementen der Mathematik be- 
kannte Additionstheorem. In der That, wenn Functionen gefordert werden, 
welche sich eines solchen Additionstheorems wie die trigonometrischen Func- 
tionen erfreuen sollen, so ergiebt sich*), dass diese Functionen dem Gebiete 
der trigonometrischen Functionen angehoren. Eine andere solche Fundamental- 
eigenschaft der trigonometrischen Functionen ist ihre Periodicitat, da alle mit 
dieser Eigenschaft begabten Functionen ebenfalls dem Eeiche der trigono- 
metrischen zu eigen sind. Fur die trigonometrischen Functionen besitzen wir 
zwar einfache analytische Darstellungsformeln in unendlichen Eeihen oder 
Producten. Aber dort, wo aus einer Schlussreihe gefolgert wird, dass eine 
Function sich der einen oder der anderen der bezeichneten Fundamental- 
eigenschaften erfreut, wird ihre Zugehorigkeit zum Kreise der trigonometri- 
schen Functionen hieraus unmittelbar erkannt werden konnen, wahrend diese 
Erkenntniss vermittelst der analytischen Darstellung nur miihsam und oft erst 
durch langwierige Rechnungen zu erzielen ist. 
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Ahnlich ist es mit den doppeltperiodiRchen (eliiptisehen) Functionen be- 
stellt. DIese besitzen ebcnfalls ein , welches cine Funda- 

mentaleigensehaft dicser Functionen in Sinne durstellt, aus der- 

selben alle anderen Eigenschaftcn dieser Functionen hergeleitet wertlen konnen. 
Dieser Umstand hat es WEIERSTRASS, dein unvergessliehen Meister tier Analysis, 
raoglich gemacht, in eincr spateren Kpoehe Vorlesungen an hiesiger 

is] Universitat, vom Additionstheorem ausgehend, die Theorie der ellip- 

tischen Functionen aufzubauen. 

Elnes der lehr- und folgenreichsten Ueispiele fiir die Hestimmung einer 

Function durcli besondere Merkmale vollzog sich an der Theorie dcs Potentials, 

jener INinetion, welche in der Physik iiberall, wo cius NicwniNHche Gesetz 

gilt, insbesondere in der Lehre vom Magnetismuw und von tier EUnttricitat, 

yon so grosser Bedeutung geworden it l)cr '\Vurtli di*s i*tit^ntiuls ist vou 

der geometrischen Gestalt der Miissen, auf welche dassc^ht? Br/.ug nimmt, und 

yon der Dichtigkeit derselben abhiingig, und ist durch tin t'infarhcs oder 

mehrfaclxes bestimmtes Integral dargestellt. Die wirklichu <xacti; IJi'rt'cJmung 

jedoch ist nur in den seltcnsten Fallen durclifiihrhar, unter cim*r solchon Be- 

' rechnung die Darstellung durch bekannte Functicmcn v<rstand(u. Ks ist einer 

der schonsten Gedanken des grossen mathematisehen Dcnkttrs (i. LEJEUNK- 

DIEICHLET gewesen, clem Ausdrucke des Potentials dicjcnip'n functioualen 

Eigenscliaften abzulauschen, durcli welche die Ahliiin^i^ki'it srim's \Vcrthes 

Yon der Lage der durch (lie NiswTONschen KrJifte aflicirtcn Masstu vollkommen 

und unzweideutig bestimmt wird. Hierdurch ist die Fra^e dir Ausrt'chuung iu 

den Hintergrund gedrangt und fur die wichtigsten Scliiiisse sogar cnthrhiiich 

gemacht. 

Der Yon DIRICHLET am Potential entwickelte (iedanke ist seitdem zu 
einem fundamentalen Princip fiir alle Gebiete der inathematisehi!ii Physik, 
namentlich fiir die Lehre der Electricitat und des Magnetismus, sowie fur 
die Lehren der Warme und der durch die Elasticitat hervorgerufenen Be- 
wegungen ausgewachsen; und es war noch DIRICHLET selbst vergonnt, die 
leitenden Gedanken an grossen Beispielen zu verwirkliehexi. tfberall begegnen 
wir hier gewissen Differentialgleichungen, welche die physikalischen Vorgiinge 
16] definiren. Es liegt jedoch in der Natur solcher Differentialgleichungen, 
dass sie eine unendliche Mannigfaltigkeit Yon Losungen darbieten. Aus dieser 
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unendlichen Mannigfaltigkeit hat man nun diejenigen Losungen heraus- 
zuschalen, welche die in einem bestimmten physikalischen Problem durch 
die Natur gegebenen Nebenbedingungen, wie Anfangszustande, Grenzbedin- 
gungen, Unstetigkeitsbedingungen, erfiillen. Um jedoch zu erkennen, ob die 
diesen Bedingungen angepassten Losungen der Differentialgleichung das wahre 
Naturgesetz darstellen, ist es erforderlich nachzuweisen, dass diese Losungen 
auch die einzigen sind, welche den Nebenbedingungen geniigen. Hier greifen 
nun die von DIRICHLET am Potential entwickelten Principien ein und haben 
in vielen wichtigen Fallen auch. schon zum Ziele gefuhrt. 

In der Geschichte der Mathematik begegnen wir haufig der Thatsache, 
dass Gedanken, welche Probleme auf dem Gebiete der exacten Naturwissen- 
schaften hervorgerufen, reiche Friichte fiir die mathematische Speculation ge- 
tragen haben. Nirgendwo aber ist in einer kurzen Spanne Zeit die Ernte 
fur die Mathematik reicher gewesen, als in dem Falle dieser DiRiCHLETSchen 
Principien. Ditese Ernte so schnell zur Reife zu bringen, ist dem Genius 
von BJEMANN gelungen, RIEMANN, welcher zum Schmerze der mathematischen 
Welt der Wissenschaft in so friihem Alter entrissen worden, und welcher 
dennoch wahrend seines kurzen Lebens durch Erweiterung der mathematischen 
Erkenntniss sich einen Platz in der Eeihe der grossten Mathematiker des 
Jahrhunderts gesichert hat. Auf der bekannten Thatsache fussend, dass die 
Bestandtheile jeder Function einer complexen Variabeln einer und derselben 
partiellen Differentialgleichung geniigen , legte er ? sich an die DmiCHLETSchen 
Methoden anschliessend, den Grund zu einer neuen Auffassungsweise der 
Theorie der Functionen einer complexen Variabeln. In dieser Auffassungs- 
weise scheiden sich die Functionen von einander nach den Grenz- und [17 
Unstetigkeitsbedingungen, welchen sie einzeln unterliegen. Das Bemerkens- 
wertheste an dieser Characteristik der Functionen ist die begriffliche Be- 
stimmung derselben, losgelost von ihrer Darstellbarkeit vermittelst analytischer 
Formeln. Von den Eesultaten, welche RIEMANN auf diesem Wege gefunden, 
will ich hier nur seiner bewundernswerthen Theorie der allgemeinen ABEL- 
schen Functionen Erwahnung thun. Seine Methode machte es ihm moglich, 
diese Theorie auf wenigen Druckbogen zu entwickeln, wahrend deren Aufbau 
auf dem Grunde der analytischen Form der algebraischen Functionen zu so 
grossen Weitlaufigkeiten Anlass giebt. Es schmalert auch den Euhm RIB- 
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ihrer Abhangigkeit von der Zeit wird durch erne Differentialgleichung be- 
stimmt. Die begriffliche Discussion der Functionen, welche dieser Differential- 
gleichung Geniige leisten, giebt schon dariiber Aufschluss, dass je nach der 
Grosse der Anfangsgeschwindigkeit drei Bewegungsweisen moglich sind, wo von 
die eine die hin- und hergehende Bewegung (die eigentliche Pendelbewegung) 
darstellt. Diese Bewegung entspricht dem Falle, dass die Losung der Diffe- 
rentialgleicliung periodiscji wird. Wir lernen die Periode nnd damit die 
Schwingungsdauer, sowie die Grosse der Elevation bestimmen, .und erhalten 
Hermit vermittelst der begriff lichen Discussion ein klares Bild von den wich- 
tigsten Momenten der Bewegung. Andererseits sind die Functionen, welche [19 
diese Bewegung in ihrer Abhangigkeit von der Zeit bestimmen, die soge- 
nannten elliptischen Functionen. Fur diese hat die Theorie Darstellungen 
durch Quotienten zweier sehr rasch convergirender *Eeihen geliefert. Uber 
die Art der Bewegung liefern diese Darstellungen keine neuen Aufschliisse, 
wohl aber sind sie bei dem durch Beobachtung herzustellenden Zusammen- 
hang zwischen der Pendellange, der Erdschwere und der Anfangsgeschwindig- 
keit mit Vortheil numerisch zu verwerthen. 

Von besonders hervorragender Bedeutung ist im XIX.. Jahrhundert die 
begriffliche Bestimmung der Functionen fiir die Integration der Differential- 
gleichungen geworden. Wenn eine Differentialgleichung vorgegeben war, so 
hatte man friiher planlose Versuche gemacht sie so zu transformiren, dass sie 
auf gewisse. Typen zuruckgefiihrt wtirde, welche man im Laufe der Zeit zu 
integriren gelernt hatte. Oder man suchte, wo dieses nicht gelang, die Diffe- 
rentialgleichung auf sogenannte Quadraturen zuruckzufiihren; und wo auch 
dieser Versuch misslang, stellte man Eeihen her, welche die Differential- 
gleichung befriedigten. Diese planlosen Versuche konnten jedoch, wie wir 
heutzutage einzusehen in der Lage sind, in nur seltenen Fallen zum Ziele 
ftihren. Die Falle, wo eine vorgelegte Differentialgleichung auf jene kleine 
Anzahl von Typen oder auf Quadraturen zuriickfiihrbar ist, sind nur als Aus- 
nahmsfalle zu bezeichnen abgesehen davon, dass in der Eegel die Hiilfs- 
mittel fehlen, um jedesmal die Moglichkeit oder Unmoglichkeit der Zuriick- 
fiihrung zu erkennen. Aber wenn auch die Zuruckfiihrung auf Quadraturen 
gelingt, so ist damit ,fiir die Erkenntniss der Natur der Losungen einer Diffe- 
rentialgleichung nur selten etwas gewonnen, wie das Beispiel der einfachsten 
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Differentialgleichungen zeigt, wo von vornheivin die Form der Quaclratur ge~ 
20] geben 1st Einc solclic auf Quadrufur /.uruekiuhrbare Differential- 

gleichung ist z. B. diejenige, welche durch elliptisehe Kunetionen gelost wird, 
und es war nichts weniger als die Throne dieser Funetionen erforderlich, 
um cine Einsicht in die Natur tier I/wungen der I)itierentialgleit:hnng zu ge- 
winnen. . 

Und was die Ictztc Xuflucht anbetriift, die Li^iiiigeii der Differential- 
gleicliiiBgen. durcli Keihen darzustellen , si> inussti' dicsrr \\frnuch an dcm 
Umstande scheitern, class solclie lieihen in dtrr Ki'g^l du* Function nicht fur 
den ganzen zulassigen Ucrcich dor unabhiingigen Vc'r. : indi?rlic'li<n Heforn. 

Auclx auf dicscni Oebiefe halxm die Arbriten von C.VII'HH mid die. seiner 

Schiller den Weg gcebnet, auf welcbcin sicb im XIX. JabrlmndiTt ein voll- 

standiger Umschwting in der wisHensdiaftlirhrn lieliaiidliin^ drr Differential- 

gleichungen vollzog. Wie (IAUSH zuin c*rstin Male iin* Hlrriigt.* lle^Tiindimg 

des Satzes gegeben hat, das jede algebraische (Jleidmng tune \Vur/.el b(\sitze, 

so hat CAUCHY fiir die Differcntialgleichnngiui eine sieh(re iirundlage dutch 

den. Nachweis gcschatfen, dass en immer Losinigrn der .Dilierential^leirhungen 

gebe, welchc gewissen vorgcschriebcuien Bedingung<n ^enu^tui. Die* Kxisteiiss 

solcher Losungcn stellt CAUCHY zuerst fur besc^hriinktt 1 <ifbi > ie tit 1 !* Veriinder- 

licheri, dann aber dutch Rein Fortsetxun^sprineip iTir den jjan/rn Cic^tiings- 

bereich der Functionen feat. Jlmcrr und 'Hoi'gri.T, Sehiiler von CAUCHY, 

haben seine Priricipien an der Thoorie der Difierential^hjii-biutjijen erster Ord- 

nung in einer im Jahre 1 850 crschieneniui Arbeit erprobt, welelu* als ein 

Markstein auf dem Wege bcxcichnet werden muss, den stitdem die Lehre 

von den Differentialgleichungen eingcschlagen hat. 

Es ist hier natxitlich nicht am Platee, cnne (iesehielite drr Entwiekelung 
dieser Disciplin bis auf die jetzige Zeit zu geben. Jedoeh sei mir gestattet, 
21] auf die Gedanken hinzuweisen, welchc bei der begriftliehen .Bestimmung 
der dutch Differentialgleichungen detinirten Functionen durchgiingig die Ici- 
tenden sind. Wenn der Geograph die Configuration eines Landes beschreibcn 
will, so werden ihm alle die Theile, welche eine gleichinassigc und zusammcn- 
hangende Beschaffenheit haben, keine Anhaltspunkte zur ('haracteristik ties 
Landes geben konnen. Er muss die Unterhrechung des J^anums durch Flusse 
und Seen, die Erhebungen des Bodens, wie sie das Gebirge darbietet, urn es 
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zusammenzufassen, die TJnregelmassigkeiten, die Unstetigkeiten im Planura 
heranziehen, um ein vollstandiges Bild der Landschaft entwerfen zu konnen. 
Ahnlich ergeht es dem Analytiker, welcher die Losungen von Differential- 
gleichungen characterisiren will. 

In einem Gebiete veranderlicher Grossen geben diejenigen Stellen, wo 
die Losungen der Differentialgleichungen ein gleichmassiges, einformiges Ver- 
halten zeigen, keine directen Anhaltspunkte zur Beurtlieilung der Natur der 
Losungen. Erst die Stellen, wo die Losungen ihre Einformigkeit verlieren, 
seien es Punkte, Linien oder Flachen, sind die Elemente, aus welchen sick 
die Individualitat der Losungen entwickelt. Diese Unregelmassigkeiten nennen 
wir singulare Stellen. Ihre Auffindung ist das erste, freilich oft miitsame 
Geschaft des Analytikers. Das Studium des Verhaltens der Losungen in der 
Umgebung der singularen Stellen ist der nachste Schritt. Die dritte ent- 
scheidende Aufgabe ist die, die Einwirkung des Verhaltens der Losungen in 
der Umgebung der singularen Stellen auf den Werthvorrath jener fiir jede 
beliebige Stelle des Gebietes der unabh'angigen Veranderlicben zu erkennen. 
Zur Herstellung dieser Erkenntniss muss man sicli nicht scheuen, alle Theile 
der Mathematik, wie fern sie aucli zu liegen scheinen, in Contribution zu 
ziehen. 

Die Integration der Differentialgleichungen in dem bezeichneten Sinne 
hat dem in alterer Zeit getibten planlosen Transformiren derselben gegen- [22 
iiber den Vorzug, dass auf rationellem Wege die Natur der Losungen aus 
dem, was die Differentialgleichungen selber iiber sie aussagen, erforscht wird. 
Aber man wird die Schwierigkeit der Aufgabe schon daraus ermessen, dass 
jede auf s Gerathewolil herausgegriffene Differ entialgleichung immer eine neue 
Functionenklasse characterisirt, deren erschopfende Erforschung oft eine ganz 
neue Disciplin erschaffen miisste. Es kann Mernach ebensowenig eine allge- 
meine Regel fiir die Integration der Differentialgleichungen angestrebt werden 
als es in der Medicin angezeigt ware, nach einem Universalmittel zur Heilung 
aller Krankheiten zu trachten. Aber es ist in erkenntnisstheoretischer Hin- 
sicht schon als ein holier Gewinn zu bezeichnen, dass der Weg, welchen 
man zu gehen hat, gewiesen ist, mag man in seiner Verfolgung bei der ein- 
zelnen Aufgabe auch auf zeitweise uniiberwindliche Schwierigkeiten stossen. 

Die Bemiihungen auf diesem Gebiete sind aber des Schweisses der Edlen 

ITuclis, raathem. Wcrko. HI. 54 .. 
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werth. Man erwage nur, der Thril di k r Aufgubcn cler Analysis 

selbst, sowie die Aufgaben der Mcchanik und Physik awf Differential- 
gleichungen fuhren, also dun Schick*<al Aufgaben von der ratio- 

nellen Entwickelung der Theoric cler DiffereTitialgl<*ichnngen ubhungt. 

"Wohl konnen wir, mit Rucksicht auf die S<*hwache clii* tiizulanglich- 
keit unserer mensehliehen Kraft! mit enter gewinaen (teuugtkuung auf das 
zuruckblicken , was auf clem Gcbiote cler llieorii* dt % r Differentialgleickangen 
im XIX. Jahrhundert geleistet wordeii 1st. Wir ciiirfen jedoch miser Auge 
nicht vor der Erkenntniss verscklieHHen y wir erst den Kingang in em 

grosses Beich der Wissenschaft ersswungen haben y tilt* gcthane Arbeit 

yerschwindend klein ist gegenuber der Arbeit, welche mm und xukiinfitigen 
Geschlechtern zu thun noch ubrig bleibt. 

23] Dieses Endergebniss eines RuckblickcK auf cinen btwmderen lltcil der 

mathematisclien WisBcnsch&ft wircl sich als das Uenultat eincs Hiickbiickes 

auf jede wissenschaftliclxe Disciplin wiederholen, die KrkenntninH niimlich von 

der UnendHcKkeit der Wissenschaft und dan ni<:h HewusKtwvrden de be- 

scheidenert Maasees des bereits Errungencn im Verhiiltniss /ur Unendliclikeit 

der noch zu loseiiden Aufgaben, Dieses Bewusstsein, meine \vert.hc5 Commi- 

litonen, die Sie dazu berufen sind, in einer kommenden CJenrration die 

Fiilirung in der wissensehaftliehen Arbeit zu iibernehmun, ist wt'it davon 

entfernt, Sie zu entmuthigen. Wenn dieses Bewusstsein dazu ang<jthan ist, 

in Ihnen die Bescheidenheit wach zu erhalten, so wircl danselbe aueh stets 

die Pietat gegen die Manner wach erhalten, welche vor I linen nach ihren 

Kraften der Wissenschaft gedient haben. Diese Pietut aber wircl Ihnen stete 

ein Sporn sein, gleich jenen niclit in dem Streben zu errniiden, mit alien 

Ihren Kraften die menschliche Erkenntniss schrittweise zu fiirdern. 



ANMEIIKUNG. 



Anderung gegen das Original. 

S. 422, Zeile 1 und 2 v. u. heisst der Text im Original: 

Die Lage und die Geschwindigkeit der Bewegung eines sehweren Punktes auf einem 
vertikalen Kreise (der sogenannten Pendelbewegung). & y 



LXXX. 

ANZEIGE BETREFFEND DIE UBERNAHME DEE REDACTION 
DES JOURNALS FUR DIE REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATHL 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 109, 1892 ; zwiscben S. 88 und 89.) 



Am 29. December 1891 wurde die matliematisclie Welt durcb die Nacb- 
ricbt von dem Hinscheiden des Herrn LEOPOLD KRONECKER scbmerzlicb iiber- 
rascht. Schwer getroffen seben sich durcb diesen Verlust alle, welcbe an dem 
Fortscbritte der matbematisclien Wissenscbaften Antbeil nebmen, scbwer ge- 
troffen alle die Korperscbaften, welcbe das Gliick gebabt, sicb seiner uner- 
miidlicben und segensreicben Mitarbeiterscbaft zu erfreuen. 

Die mathematiscben Arbeiten KRONECKERS baben auf die Entwicklung 
der Mathematik nnserer Zeit einen so tief eingreifenden Einflnss ausgeiibt, 
und sie umfassen so ausserordentlicb viele Gebiete, dass eine angemessene 
"Wurdigung derselben an einem geeigneteren Orte Platz finden muss. Wir 
haben nur nocb die Aufgabe, dem Danke der matbematischen Welt fiir flie 
hoben Verdienste des Dabingescbiedenen urn unser Journal bier Ausdruck zu 
geben. 

Der unterzeicbnete gegenwartige Redacteur wird sicb bemiiben, der bis- 
berigen Tradition des Journals treu zu bleiben, und bittet die Mathematiker, 
aucb fernerbin durcb wissenscbaftliche Beitrage dem Journal ibr Woblwollen 
zu bekunden. 

Berlin, im Januar 1892. - FUCHS. 
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f HERMANN VON HELMHOLTZ. * 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 114, 1895, S. 353.) 



Die Eedaction erfiillt die schmerzliche Pflicht, an dieser Stelle des 
schweren Verlustes zu gedenken, welchen die wissenschaftliche Welt durch. 
das am 8. September v. J. erfolgte Dahinscheiden von HERMANN Y. HELMHOLTZ 
erlitten hat. Es kann nicht unsere Aufgabe sein, die Verdienste des grossen 
Forschers an dieser Stelle zu wiirdigen. An diesen Verdiensten sind so zahl- 
reiche und verschiedenartige Gebiete mensch.lich.en Wissens betheiligt, dass 
nur das Zusammenwirken der verschiedenen Vertreter dieser Gebiete ein ge- 
treues Bild der wissenschaftlichen Thatigkeit des Dahingeschiedenen wird 
schaifen konnen. Unserem Journal wird alsdann die Ehre zufallen, fiir die 
Wurdigung seiner ausgezeichneten mathematischen Leistungen die wesentliche 
Quelle ^darzubieten. Seit dem Jahre 1858, wo H. v. HELMHOLTZ im 55. Bande 
seine berilhmte Arbeit fiber die Integrale der hydrodynamischen Differential- 
gleichungen verofFentlichte , hat derselbe das Journal durch eine lange Reihe 
von mathematisch-physikalischen Arbeiten geziert, von welchen jede einzelne 
als Fundament einer Disciplin betrachtet werden muss. 

H. v. HELMHOLTZ hat aber unserem Journal auch noch in weiterem Sinne 
sein Interesse erwiesen. Er hat es nicht nur gestattet, dass vom 104. Bande 
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an auf dem Titelblatte uxxter die Namen der Mitwirkcnden auch der selnige 
aufgenommen werde, sondem er hat Mitwirkung durch wirkliche 

Antheilnahme gern bethatigt, wenn in Anspruch gcnommen wurde, 

Die Redaction darf daher die Blue in Anspruch nehmen, unter dcnjenigexL 

welche die wissenschaftliche Thatigkeit dcs zu "besonderem 

Danke verpflichtet hat, in vorderster Ileihe zu 



ixxxn. 

NACHEUF. 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 115, 1895, S. 349350.) 



Die Eedaction hat die schmerzliche Pflicht zu erfiillen, des Verlustes [349 
dreier Mitarbeiter des Joiirnals zu gedenken, welche seit kaum einem Jahre 
der wissenschaftlichen Welt durch den Tod entrissen worden sind. 

ARTHUR CAYLEY, geboren 16. August 1821 in Eichmond Surrey, war bis 
zum Jahre 1863 als Barrister at law thatig, in welchem Jahre er zum Sadle- 
rian Professor fiir die reine Mathematik in Cambridge gewahlt wurde. Diese 
Stellung bekleidete er bis an sein Lebensende. Er starb am 26. Januar 1895. 

Es ist uns versagt, bier den Lebenslauf sowie die reiche wissenschaftliche 
Thatigkeit des beriibmten Gelehrten zu schildern, wie es ihm vergonnt war, 
in die in diesem f Jahrlmndert fiir die mathematisclien Wissenschaften neu 
errungenen Disciplinen schopferisch und fordernd einzugreifen. In vorziig- 
licber Weise bat bereits Professor A. R FORSYTH in den Obituary Notices 
of the Proceedings of the Eoyal Society Vol. 58 das Leben und Wirken 
CAYLEYS gescMldert (vgL auch t. VIII of tlie Collected Matliematical Papers, 
herausgegeben von FORSYTH, woselbst sicb auch ein Verzeichniss der Vor- 
lesungen befindet, welche CAYLEY in dem Zeitraum von 1863 bis 1895 in 
Cambridge gehalten hat). 

Die mathematischen Schriften CAYLEYS sind sehr zahbeich, ein grosser 
Theil derselben stammt schon aus der Periode vor 1863, indem wahrend der 
Thatigkeit am Bar die Zeit zwischen der Jurisprudenz und der Mathematik 
getheilt war. 
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Lxxxm. 

f KARL WEIERSTRASS. 

(Geb. 81. October 1815, gest. 19. Februar 1897.) 
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 117, 1897, S. 357.) 



Am 19. Februar dieses Jahres ist die mathematische Welt durch das 
Hinscheiden von KAHL WEIERSTRASS in tiefe Trauer versetzt worden. 

Von seinem ersten Anftreten in der mathematischen Litteratur an bis in 
ein holies Alter hinein hat WEIERSTRASS die Wissenschaft nicht nur durch 
seine Entdeckungen bereichert, sondern auch durch sein Eingreifen in die 
Arbeiten der Zeitgenossen und durch seine Lehrthatigkeit an der hiesigen 
Universitat, deren Zierde er iiber 40 Jahre gewesen, in einem solchen Maasse 
gefordert, dass eine Wiirdigung dieser reichen Wirksamkeit eine zu umfang- 
reiche Aufgabe ist, um an dieser Stelle Platz zu finden. 

Aber die Redaction dieses Journals hat die besondere Pflicht, hier das 
Andenken des grossen Mathematikers zu ehren. TJnser Journal hatte das 
Gliick, seine beruhmtesten Arbeiten in seine Spalten aufnehinen zu konnen; 
und unter den Mitwirkenden ziert der Name WEIERSTRASS unser Journal vom 
53. bis zum 117. Bande, wahrend die Bande 91 bis 103 ihn im Verein mit 
KRONECKER als Redacteur bezeichnen durften. 

Berlin, im Marz 1897. 



Fuchs, mathem. Werke. ILL 



LXXXIY. 

ERNST CHRISTIAN* JULIUS SCHEMING f . 
(Journal fiir die reine und angewandte Maihemaiak, Bd. 119, 1898, S. 86.) 



Am 2. November dieses Jahres verschied nach langem Leiden der ordent- 
liche Professor der Mathematik an der Universitat Gottingen ERNST SCHERING, 
geb. am 13. Juli 1833 im Forsthause Sandbergen bei Bleckede an der Elbe 
(in der Provinz Hannover). Ausser durch seine zahlreichen auf die reine 
Mathematik und auf die mathematische Physik beziigliclien Arbeiten hat er 
die mathematische Welt ganz besonders durch die im Anftrage der Konig- 
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen von ihm besorgte Heraus- 
gabe der gesammelten Werke unseres grossen Lehrmeisters KARL FRIEDRICH 
GAUSS zu bleibendem Danke verpflichtet. Seine eigenen Schriften befinden 
sich grosstentheils in den Nachrichten und Abhandlungen der Gottinger Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, eine derselben, zahlentheoretischen Inhalts, hat 
der Verfasser dem 100. Bande unseres Journals einverleiben lassen. 

December 1897. 
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FRANCESCO BRIOSCHI f. 
(Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 119, 1898, S. 259.) 



Am 13. December 1897 verschied in Mailand der President der R. Ac- 
cademia del Lincei, Director des R. Istituto tecnico Superiore in Mailand, 
Herausgeber der Annali di Matematica pura ed applicata, FRANCESCO BRIOSCHI. 
Die mathematische "Welt vereint sich. mit dem Vaterlande des DaMngescMe- 
denen in der tiefen Trailer um den schweren Verlust, welcher die Wissen- 
schaffc betroiFen. An anderen Orten liaben liervorragende Gelehrte die grossen 
Verdienste, welche BRIOSCHI durch seine eigenen ansgezeichneten Arbeiten nnd 
dnrch. die Forderung der mathematisclien Studien in Italien sich. erworben 
hat, in gebiihrender Weise gewiirdigt. Wir haben aber die Pflicht, an dieser 
Stelle des langjahrigen Mitarbeiters an nnserem Journale (seine Anfsatze be- 
ginnen im 50. Bande desselben) in dankbarer Pietat zu gedenken. 



LXXXVL 

CHARLES HERMITE f . 

(Gel). 24. December 1822 in Dieuze (Lorraine), gest. 14. Jamiar 1901 in Paris.) 
(Journal fiir die reine und angewandte Matliematik, Bd. 123, 1901, S. 174.) 



Der Anfang des Jahres 1901 brachte der mathematischen Welt die 
schmerzliche Trauerkunde, dass ihr Altmeister CHARLES HERMITE am 14. Ja- 
nuar aus diesem Leben gescHeden 1st. Wenn diese Kunde liberal! auf dem 
ganzen Erdball die Herzen derer, welche die matliematisclien Wissenschaften 
pflegen, tief erschiittern musste, so sind es die deutscten Mathematiker, welche 
durch die ganze Schwere dieses traurigen Ereignisses nicht weniger betroffen 
worden sind als die Verehrer des grossen Mannes in seinem Vaterlande. Der 
Verewigte hat nicht nur mit den mathematisclien Forschern Dentschlands 
wahrend seiner ganzen Lebenszeit in engster Verbindung gestanden, sondern 
auch an ihren wissenschaftlichen Arbeiten in hervorragender Weise sich be- 
theiligt und fiir die Verbreitung der Resultate dieser Arbeiten in die weitesten 
Kreise Sorge getragen. 

Die Redaction dieses Journals hat einen Mitarbeiter verloren, welcher 
ein halbes Jahrhundert lang eine der hochsten Zierden des Journals gewesea 
ist. Seine ruhmreiche Mitwirkung am Journal beginnt 1846 im 32. Bande 
desselben mit der Arbeit Extrait de deux lettres de M. CHARLES HERMITE a M. 
C. G. J. JACOBI und schliesst im Jahre 1896 im 116. Bande ab. Es gestattet uns 
nicht der Eaum, an dieser Stelle in eine angemessene Wiirdigung der hohen 
Bedeutung der zahlreichen Arbeiten des Meisters auf den Gebieten der Zahlen- 
theorie, der Algebra, der Theorie der Formen und der Analysis, und des 
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machtigen Einflnsses einzutreten, welchen sir auf dit* Aushildun^ der gananntea 
mathematischen Disciplinen dnreh Srliiiler habtn. Kin nolches 

Unternehmen erheischte cine gesehirlttlirltt* Harlequin* d*r inathomatischen, 
Bestrebungen seiner Zeit. Auch mwrt* llrtwit iibrr diu V<rlut des 

Mannes noch xn tief bewegt, um riner so srh\viiri*{rn Auf^ulu* nahe/utreten. 
Selten mag es in der Gcschiclite di*r Math<*mutik vorp/kommrn st'in, 
ein Gelehrter seinen Zeitgenossen atirli aK Mi'UM'h *> nah<* rtrftni ist und 
mit der Verehrung auch die LIcbe cler^eilifii p*wowu*n hat. Jrdi *< <nifrirhtige 
wissenschaftliche Streben crregte stin Intrn^ir, frli'irhpiltii: oh dir Strrbendo 
seinem Vaterlande angehorte cider dt'in Auslandt 1 : nnd *s war in Aunfiusg 
seiner unbegrenzten tmd unparteiisrhrn Urlif xur WisHmsrhaft, dum llm mit 
der lebhaftesten Theilnahme fiir das wi8stuschaftHchf Strrhrn au< f h ditt her/- 
liche Theilnahme fur die Person dcs Strebendrn 
Wir warden seiner wtets in \*fiThriii!g und I 



Gottiiigcn, Druck der Pietorich'schcn Uuiv.-JJurhflnirkcn'i ( W, Fr, Kacntnur). 
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SACHKEGISTER 

zur Theorie der Diiferentialgleichungen mid zur Functionentheorie ' 



'Abbildung 

durch eine rationale Function: 
AbkXIV, Bd. I, 361, 
XV, I, 413, 
LV, HI, 75, 

LVHI, III, 103, 

LXXH, ni, 3i3; 

durch eine algebraische Function: 
Abh. XVII, Bd. I, 457, 
XVIII, I, 473. 

Grenzkreis, Bd.I, 363, 379; Bd.III, 75, 103. 

Eegel fur den Kadius des Grenzkreises, Bd.I, 

369, [411]; Bd. Ill, 78, 110, [116]. 
von m -f- 1 beliebigen Punkten auf die 

(w-fl) ten Einheitswurzeln, Bd.I, 370 ff. 
Beispiele, m-f 1 = 4, Bd, I, 380 

Anwendung zum Studium einer Function mit 
einer endlichen Anzahl von Verzweigungs- 
punkten, Bd. I, 389 ff.; Bd. Ill, 112. 

Insbesondere der Losungen linearer homo- 
gener Differentialgleichungen mit ratio- 
nalen Coefficienten, Bd. I, 391 
Vergl. Ubergangssubstitutionen , Funda- 
mentalsystem. 



Adjungirte lineare Diff erentialglei- 
chung, Bd. I, 416 ff. 
Definition, Bd. I, 421. 
Adjungirte Fundamentalsysteme , Elemente, 

Bd. I, 422. 
Fur den Fucnsschen Typus ; Bezienung zwi- 

scnen den determinirenden Fundamental- 

gleichungen adjungirter Differentialglei- 

chungen, Bd. I, 41 9 
Beziehung zwischen den Substitutionen, die 

adjungirte Fundamentalsysteme erleiden, 

Bd. I, 434 
Dierentialgleicliungen, die mit ihrer Ad- 

jungirten zu derselben Klasse gehoren, 

Bd. Ill, 300. 

Vergl. Associirte Dierentialgleichungen. 
Algebraische G-ebilde, die oine Involu- 
tion zulassen, 

Abh. XLVIH, Bd. II, 417, 
LI, H, 453. 

Algebraisch integrirbare lineare 
Differentialgleichungeh 
gehoren zum Fucnsschen Typus, Bd. I, 

199. 



1) Die Abhandlungen I IV des ersten Bandes, LXXIV, LXXV, LXXVII LXXXVI des dritten 
Bandes sind in diesem Sachregister nicht beriicksiclitigt. Bei den einzelnen Stichworten ist in der Eegei 
nur diejenige Stelle angegeben, wo der betreffende Gegenstand am vollstandigsten erortert ist. 

56* 



444 



8ACHREGI8TER. 



a) Zweiter Ordnung: 
Ali. XIX, Bd. II, 1, 
XX, II, II, 
XXI, n, 63, 
XXH, II, 67, 
XXIII, II, 78, 
XV, II, 115. 
Eigenscliaften irreductibler algebraiseher 
Gleickungen mit rationalen Ooefficien- 
ten, Insbesondere solcher, deron Losun- 
gen homogenen linearen Differontialglei- 
clrangen zweiter Ordnung geniigen, 
Bd.II, 13, 22, 116 ff. 
Kriterien dafiir, dass cine lineare Diffe- 
rentialgleiclrang zweiter Ordnung (lurch 
die Wurzel aus einer rational en Func- 
tion bofricdigt wird, Bd. II, 15 ff. 
Eigenscliaften linearer Differentialglei- 
clvungen xweiter Ordmoig, die irar algc- 
' braisclie Intcgrale liaben, Bd, II, 17 
Der zu der Differentialgloiclmng gchorigo 

Gratl, Bd. If, 27, 117. 
Kriterien fur algcbraiBch integrirbaro li- 
rieare DilTcrciitialglcichungcn Dweller 
Ordnung, Bel. II, 44 ff, 40 ff, 52 ff,, 
56 ff,, 59 ff. 

Die Ncnncr der Wursselu der dctcnnini- 
renden Fundamcntalglcichungcn sind 
niclit grosser als 10, Bd. II, 5S, KM, 
138, 140, 142. 

Vergl. Primfonrien, Iteducirtos Wurad- 
systcm , G Aiisssebe Diffcrentialglei- 
cliung. 

b) Dritter und hohcrer Ordnung: 
Abk XXXIX, Bd. II, 289, 
XL, II, 299, 

LYI, , III, 81. 

Zwischen den Integralen bestehcn homo- 
gene Relationen hoheren al ersten 
Grades, Bd. IT, 299. 

Durch eine Transformation wird erreielit, 
dass die Integralquotienten die gleicben 
Werthe nicht in zwei verschiedenen 



Punkten dor unubhtingigcn Variabelii 
iinnelimen, Bd, If, 314. 
AnwcuclHiig der AuKLsdtra Integrate ftir 
n =- :i !M. U, :il>4 ff.; Bd. Ill, 91 ff. 

ftir y -I, Bel Ii; 331, 
. f =. 1, r H, 332 ff., 
p =T 0, , 11, 335 ff. 
"Wrgl. lliiu>pnt Kclattoik , Invurianton, 



Foriwn. 

c) HrtTri;itH Bftilii^iiii^ fiir *hw Vorhanden- 
ntt!i i*iiuH g-iiir/J*!! ratmimltn Iiitegralea, 

Abk LVII, BtL III, lill 
Algobniisrh in If^ri rh:tr< nicht line- 

arc* 1)5 ffi*rrnti:il^Ii rJitiu^en ernter 

Ordnung. 

Fonnihri'H Integral*, Abli. XLV, IW. II, 373. 
A u u 1 y t i H c It F ( r m ein*' Fundanifmtul- 

HyMcins, Mi'he unt*r Funduineiitulhyfttcm. 
Analytische Furtionea, B<1. II, 191, 

[2J'Jj, :*KI ff., pHHi;, 
A n I a n g * w * r I It e eiin'*.H |ur!ir ularen Integral}* 



lid. i, in i. 

.,. (invi !ii(fgral 

Btl. II, UJiJ'n iti'in* 
4tJ7. 
..... , tn\vi<'fcnt rn'M' 



I>itFf'n'Uti;iIgl<'ii'lmiijr, 
l'um i'rH'lhiii, Hd. II, 



lid. ii, 4 it* fi., [-n*; ( . 

A s s o r ii r t < I Ii f I r r i* n t i a I g I <* i i- Ins n g e n, 

Bd. in, i '., IM;T, 2h;i, 

..... , w tn (iwttlrre; lur I)iiTiTi'iiti;ilgl*'"H*hungi'U 

der Ordnung l'?i, Bd. Ill, I 1 iV. 

Q s uiidnttJM-Iif Form JUI.H d*n Aldritungrn ihrT 
LoMingi'ii, Bd. Ill, 7, 11; Ihn 4 .-uljtrngirtc 
I)ifrrentiulf;I<iichung, BiL III, '.Ml,, 1 >!!'. 

KlaaHMibi!7/ielitn)g-zwi>.fli'ii drr gM*igiiet triuis- 
formlrten inittleron Axsof5irteii und iliror 
adjungirt/'n DiiVt'ri'ntiiLlgh'icliung, Bd. Ill, 
9 ff., 305 ff. 

KeductibilitatderniittlercnAshociirt en, Bd.II I) 
19 ff., [71 J, i>99, [nil]; fiir tJk Diffc- 
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rentialgleichungen der Periodicitatsmoduln, 

siehe Periodicitatsmoduln. 
Ausserwesentlich singularer Punkt 
einer linearenhomogenenDifferentialgleichung, 
Bd. I, 232. 
Bedingungen fur das Auftreten eines solchen^ 

Bd. I, 235 
In einem solchen Punkte verschwindet die 

Determinants des Fundamentalsystems, 

Bd. I, 233. 

Beziehungen zwischen festen Integralen von 
Differentialgleichungen erster Ordnung und 
solchen mit willkurlichen Anfangswerthen, 
Abh. LIH, Bd T II, 467; 
fur die Integrale einer speciellen Gleichung 

erster Ordnung, Bd. II, 475ff.; 
fur die Integrale eines speciellen Systems 

von zwei Differentialgleichungen erster 

Ordnung, Bd. II, 483 ff. 

Vergl. EuLBRscher Satz. 

BRIOT und BouQUETscheDifferential- 
gleichungen, 
Binomische, die durch eindeutige doppelt- 

periodische Functionen integrirt werden, 

Abh. XXXVII, Bd. II, 283. 
Allgemeine, Bd. II, 367. 
, Kritik der Arbeit von B. und B., Bd. II, 
392 if., 396, 411. 

CAUCHYSche Differentialgleichung, 
lineare homogene Differentialgleichung des 
FucHSsclien Typus mit einem singularen 
Punkte im Endlichen, Bd. I, 199. 

Constantenziihlung f'iir die lineare homo- 
gene Differentialgleichung des Fucnsschen 
Typus, Bd. I, 201 ff., [157]; Bd. Ill, 183 ff., 
[196]. 

Convergenzbeweis fur die nach positiven 
ganzen Potenzen von x a fortschreitenden 
Eeihen, die einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichnng geniigen, wenn a eine regu- 
lare (nicht singulare) Stelle ist, Bd. I, 160 ff. 

fur die nach Potenzen von x a i fort- 



schreitenden Reihen, wenn a t . ein singularer 
Punkt einer linearen homogenen Differential- 
gleichung n ter Ordnung ist, in dem die Coeffi- 
cienten bezw. von der ersten, zweiten, , . ., 
w ten Ordnung unendlich werden, Bd. I, 190ff. 
Vergl. Eeihenentwickelung. 

Determinante eines Fundamental- 
systems, Bd. I, 166, 169. 
Determinirende Fundamentalglei- 
chung, Bd. I, 188, 213. 
Definition, Bd. I, 220. 
Beziehung zwischen ihren Wurzeln und den 
Wurzeln der Fundamentalgleiehung, Wur- 
zelgruppen beider G-leichungen, Bd. I, 2 1 3 ff. 
Dif ferentialgleichungen erster Ord- 
nung 
mit festen Verzweigungspunkten, Abh. XLIU, 

Bd. II, 355. 

Bedingungen, damit nicht ein willkurlicher 
Punkt Verzweigungspunkt eines Integrals 
sein kann, Bd. II, 359 ff. 
Theorem, Bd. II, 364. 
Der Fall p = 0, Bd. II, 365, 
Der Fall p == 1, Bd. II, 365 ff. 
, Character ihrer Integrale, Abh. XL VI, 
Bd. II, 381. 
Beispiel , EiccATische Differentialgleichung, 

Bd. II, 384ff. 
Theoreme, Bd. II, 386 ff. 
, Werthe ihrer Integrale in singularen Punk- 
ten, Abh. XLVII, Bd. II, 391. 
Vergl. algebraisch integrirbare, Verzweigungs- 
punkte, lutegrale, analytische Function, 
BRIOT- und BouQUETsche Differentialglei- 
chung, EiccATische Differentialgleichung, 
singulare Punkte, Beziehungen zwischen 
Integralen. 

Elemente eines Fundamentalsystems, siehe 

Fundamentalsystem. 
EuLERScher Satz, seine Verallgemeinerung 

fur Differentialgleiehungen in separirter Form, 

Bd. II, 472; 
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fur allgemeine Differentialgleiehungen der 
vierfech periodischen Functionen von sswei 
Variabeln, Bd. II, 474, 475. 
Existenzbeweis fur die Integrate linearer 
homogener Differentialgleicimngen , Bd. I, 
160 5 Bd. Ill, 245 ff. 

Exponent, zu dem em Integral einer Unea- 
ten nomogenen Differentialgleielmng gehtfot, 

Bd. I, 181. 
, zu dem erne Function F geliort, Bd. I, 196. 

Jl&clie, innerhalb deren die Integralo einer 
linearen homogenen Differentialgleicinmg eln- 
deutigcontmuirlichundendlieli 8ind,Bd.I, 163. 

For men, gebildet aus den Elemental cities 
Fundamentalsystems einer linearen homoge- 
nen Difterentialgleieluing, 

a) binare, fur linear Diffetentialgleichun^n 
zweiter Ordmmg, Bd. II, 19ft>, BIC gc- 
ntigen linearen Bifferentialglci chungen, 
Bd. II, 40 ff., vergl. 335 ff.; xnKbpwmdero 
quadratiache, Bd'. II, 309 ff., 33711, 
Bel Ill, :m ff. 

Hire Oovariantow, Bd. II, 19 ff. 
Formen, die gleich Wurzeln auK ratio- 

nalen Functionen sind, ihre ( Jovarianten, 

Bd. II, 21. 

b) ternare, fur lineare Diffeteutialgleiclmngcn 
dritter Ordmmg, Bd. II, 209 ff. 

Vergl. Homogene Relation, IlKRMiTKschc 
Formen, Pt imfonnen, HKSSKBche ( V>va- 
riante. 

F u c H s s c h e t T y p u B linearer homogener 
Diflfetentialglcichungen, Bd, I, 178ff. 
Die Integrale werden mit einer endlichcn 
Potenz voix % a bezw. - multipKcirt 
niclit mehr unendlich, wenn a, ein im 
Endlichen gelegener singularer Punkt 
bezw. x = oo 1st, Bd. I, 179. 
Die Integrale haben keinen Punkt der U- 

bestimmtheit, Bd. Ill, 22. 
Die Integrale sind iiberall bestimmt, Bd. Ill, 83. 
Die Integrale sind regular, Bd. Ill, 99. 



Form cler Coefficicntim filr cine Differential- 
Frt'nancheu Typiw, Bd.1, 180. 
Beweb, die Form itixiroichend ist, Bd. I 

I88ff. 

Vergl. GAi:i*iiv*!ie DiAer^ntiulgloidmng, 



F u w d a in t 1 n t u 1 g 1 1* X c h u n # , die zu einem 
Fiinktc f>ner iinarcn homogenen 

gt*Iii*rt, Bd. I, 172, 
Vergl. di*tcnni!)'minle Fudu!n< k iitulgloichung. 

F B n it u in c it t a I .** w h ** t i t u t i n n , 

aufgwrtellt fiir tllci Hiieiiri* l>if!arf*iitliilglciclmng 

der elliptipcheii l*i*ri)ilif iUitMnoduln crater imd 

2wcitrr(tiittuiiK. Bd. I, 274 ff,; Bd. 11, HHff.; 

(Irr lfnifllipllHt"iii"ii I*t*ridiritatsidulii, Bd. 

Ill, Hfi: 

ilf^L fiir ihn* litittlrn* A>H-!riirtt% I!d, III, UfJ. 
Ftintl am i*!i t a !> y H! flit \ i *n Intt^rali'ti *hur 
linoari'ii h*inKnii' 1 UlYi'irnf i.-tl^iuirhunji:, Kle- 
Iiit'liff fiiM'.H >'*jlriiit ; 

I. I)i*fiiuti(*n. IM. I, 1 1':; 1*. iMiuitiun. Bill, 
107. 



uj 



M. I, Iti.s 



rii* analNtiM'ltt' F*na 

im Falh- i j !ijf.i*h*r Wur/j-la lrr Fumlu- 



Im Full** uti'hrt'achi'r \Vur/-lu iT Ftiiula- 
ininitaltfh'irlimii;. 1U. I, I V4 t!. 



das :UI,H ih'r FuiMiain'Utal^lfii'iiun^ tfir vincn 
die1ui'n rinlanl rntHjirin-i, M-in** analyti- 

Furtii, JUl. HL :12 ft'. 
Trmsionjuitioiu -inc*h Fuiviaiai'ntal^yst**!^, 

Bd. I, LH)h ff. 

, daw zu ilt'ii wiigiiliri'ii i'inikt<'n gcluiii 
aufgCKtellt fiir die* Lw;i;MKiwln Diffcrcxitial- 
gleichung der rlUjiti.sc'h^n IVriodicltiit^nxoduln 
crater Galtmift Bd, I, 274 IT.; Bd. II, HHff, 
DcKglcichen ^weit^r Guttung, Bd. II, 107. 
I)e8glrichcii fiir dii iiltruellijiti^cht'ii Pcrio- 
diuittttHmoduln, ML HI, ."0 C 
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Fundamentalsystem von Integralen einer 
linearen homogenen Differentialgleiohung, 
Darstellung in zwei Gelbieten G l , # 2 , Bd. I, 
392, 401. 

Beispiel der linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnnng des Fucnsschen Typus 
mit 4 singularen Punkten, Bd. I, 403 ff. 
Funktionen F, Bd. I, 196. 

CrAUSSSche Differentialgleichung, 

Bd. I, 200 ff. 

, algebraisch integrirbare, Bd. II, 54. 
, als Beispiel, Bd. H, 68 ff. 
? mit einem ganzen rationalen Integral, 

Bd. Ill, 100 ff. 

Vergl. Eelationen. 

Hanptintegral, zu einem Punkte gehoriges 
einer nicht homogenen linearen Differential- 
gleichung (integral principale), Bd. I, 298. 
Hauptschnitt der zu einem hyperellipti- 
schen Gebilde geliorigen zweiblattrigenFlache, 
seine Anderungen bei Anderungen eines Para- 
meters, Bd. I, 242 ff. 

HERMiTESche Form en, gebildet aus den 
Elementen eines Fundamentalsystems , Abb. 
LXV, LXVI, Bd. Ill, 219, 241. 
, invariante far die Substitutionen der Gruppe 
einer linearen Differentialgleichung, Bedingun- 
gen damit eine solche existirt, Bd. Ill, 226,233. 
Eigenscbaften der Substitutionen in" diesem 

Falle, Bd. Ill, 231, 234, [240]. 
Satze tiber lineare Differentialgleichungen, 
deren Losungen von endlicber Vieldeutig- 
keit sind, insbesondere algebraisch inte- 
grirbare, Bd. Ill, 236 ff., [240]. 
Homogene Relation zwischen den Elemen- 
ten eines Fundamentalsystems 
a) fur Differentialgleichungen dritter Ord- 
nung des FucHSSchen Typus, mit ratio- 
nalen Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleicliung, Bd. II, 300 ff. 
Ibre HESSEsclie Covariante, Bd. II, 300. 



1st die Eelation von hoherem als dein 

zweiten Grade, so ist die Differential- 

gleichung algebraiscb integrirbar, Bd. II, 

307, [339]; Bd.IH, 83 ff., 92 ft, 331 ff. 

Quadratische Eelation, Bd. II, 309 ff., 

337 ff.; Bd. Ill, 331 ff. 
b) fur Differentialgleichungen n iw Ordnung, 
Bd. m, 325 ff. 

Eine Eolation r die sich bei jedem Um- 
lauf mit einer Constanten multiplizirt, 
Bd. Ill, 331 ff. 

Vergl. algebraisch integrirbare lineare Diffe- 
rentialgleichungen, Invarianten. 
Hyperelliptische Integrale, ihre Ee- 
duction, Bd. I, 254 ff. 

Vergl. Periodicitatsmoduln , partielle Diffe- 
rentialgleichungen. 

Hype rgeomet rise he Function w ter 
Ordnung, Abb. XI, Bd. I, 311. 

Integral einer Differentialgleichung 
erster Ordnung und eines Systems, 
neue Definition, Bd. II, 467 ff. 

Integrale linearer Differentialglei- 
chungen in der Form von bestimmten 
Integralen, Bd. I, 315, 318; Bd. Ill, 373. 

Integration einer Differentialglei- 
chung nach dem gegenwartigen Stande der 
Wissenschaft, Bd. I, 159; Bd. II, 370. 

Invarianten fiir lineare Differentialgleichun- 
gen dritter Ordnung bei Transformation der 
unabhangigen Variabeln und Multiplication 
der abhangigen Variabeln mit einer Func- 
tion, Bd. n, 303 ff. 

Sie verschwirxden , wenn die Integrale eine 
liomogene quadratische Kelation befrie- 
digen, Bd. II, 310 ff. 

Klasse linearer Differentialgleichungen (im 

Anschluss an EIEMANN), Bd. IE, 1 7, [70], 119. 

Satze iiber Eeductibilitat, Bd. Ill, 18, 19. 

Es giebt stets eine Differentialgleichung der 

Klasse, fiir die die Wurzeln der determi- 
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nirenden Fundamentalgleichungen absolut 

genommen klelner sind als Eins; 

wenn keine ganzzabligen Wur&eldifferenjsen 

vorhanden, Bd. Ill, 146 ff. 
wenri solche vorlianden, Bd. Ill, 170 ff. 
Klassenbeziehung 

Kwisclien den Periodicitiltsmoduln der ellip- 
tischen Integrate ernter inid zweiter Gat- 
tung, Bd. II, 105, 

zwischen denen der hyperelliptischen Inte- 
grale, Bd. Ill, 30, 38. 

L AM ache Differentialgleichungen, 
Abh. XXVI, Bd. II, 145, 
XXVII, II, 151, 
XXVIII, II, 161. 

Herleitung eines zwelten Integrals au* dcm 
erstcn fiir einon speciellen Fall der LAM- 
schen Differentialgleiebung, Bd. 1 1, 1 4 6 , 1 6 7. 

Auflfiibrmig der Integration und Bestimmung 
der Parameterwertlie fiir die das zweite 
Integral einen andcren Character hat, Bd. 11, 
147, 107 ff. 

Lineare Different! algleiclmngen z waiter Ord- 
nung rmt rationalen Coofficienten, die ein 
Integral besiteen, dass sich bei jedem Um- 
lauf'e mit einer Constanten multiplicirt, 
Bd. II, 152 (vergl. algebra! sch intcgrir- 
bare DifferentSalgleiclmngen). 

Besondere FS-lle, die sich durch AitKLHche 
Functionen integriren lassen, Bd. II, 155 ff. 

LAM^scbe Differentialgleiclmng , ihre Inte- 
gration, Bd. II, 155ff, 166 

Lineare Differentialgleicnungen n tor Ordnung, 
deren Integrale doppeltperiodische Func- 
tionen zweiter Art sind, Bd. II, 161. 

Besonders n = 2 , Form des Coefficienten, 

Bd. II, 162 ff. 
LEGENDREscheDifferentialgleichung 

fur die Periodieitatsmoduln des elliptlschen 
Integrals erster Gattung, Bd. I, 271; 
Bd. II, 87. 

Desgleieben asweiter Gattung, Bd. II, 106. 



Vergl. Fundamentiil*y.tom, Fundmnontalsub- 

stitotltMien, Hii!iri Sulwtitution, Quotient 
II, 7, 
L E o E K n it B c* !i e K * 1 a 1 1 o n , Bd. I ^ 292 

Bd. II, 106. 

L I n c a r c I) 1 1 i'c r c- n 1 5 ;i 1 I e i c h n n ^ c n , 
zur allgcmeinon Tbeorie clorKollxMt, 
Abh. V, Bil I, 111, 
, VI, , I, I.V.), 

w vii, r i, ^ca 

Linear** Diffe rotitiul^hiir.hung, deren 
Int^grulo koinon Fuiskt cl<*r UribeHtimmtheit 



, dcre Int^grmli* ulirobniiKch^ Pmictumen 

HiiiA , 5eb< al^fbrjuM'h liiti^rlrhure lineare 

I >iflfront ialglmt'Inin^u. 

, cli?n*ii (.NMilVinonti'ii in 

Punktf*H *i !i*l imtij; HinI, nwl tlwii 

dnaellwt nielit utihrsftuiitit mite!, Bil, I, 1*11 ff. 

Form <lir C.*<f!irl^iifin, M. L 212. 

flir dlt* A 1 * 11 
einer pi^bfiio 



, Bil. L UiK. 



I , f terra 



Kunc- 



Art MIH! , Mf*Iu LAM^ 



un- 



Abh, LIV, Bil III 1. 

LIX, HI, 117, 

^ LXIL ,. Ill, nil*, 

LXIV, ,., Ill, a*U, 

LXIX, III, LV7, 

r LXXf, r III, ^1*:. 

at Jffii\ Bd. IIL L'ofi'., % 22 (T M 

j, i2fHr,, 125 ff., ;M>:> ff. 

cu den ( Wfficirnton der lioclistcn 
in doin Au.Kilruoktt <lcr Dcri- 

viertcn C!CK IntegralH niieh <ioia Parameter 
Bd. Ill, 170, IHfHf. 

Die Oocflidcnfen <Ier Ablritungon in dieaetn 
Ausdruck^ geniigen einoin System lincarer 
Diftcrcntialgleichungen, Bel III, 1 23, 189 if., 
270 ff. 
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Discussion fur n = 2, Beispiel, Bd. Ill, 
191 ff., [197]. Vergl. partielle Differential- 
gleichungen. 

Vergl. Periodicitatsnioduln, Beihenentwicke- 
lung 1 , algebraiscli integrirbare lineare Diffe- 
rent! algleichungen , associirte Differential- 
gleichungen, LAMische Difierentialgleidhun- . 
. gen , adjungirte Differentialgleichungen, 
HeRMiTESclie Formen. 
Lineare Substitution, die ein Funda- 

mentalsysteni einer linearen honaogenen Diffe- 

rentialgleichung erleidet, wenn die unabhan- 

gige Variable einen Umlauf um einen sin- 

gularen Piinkt vollzieht, Bd. I, 170ff. 
mit ganzzahligen Coefficienten, entsprecliend 
, den Anderangen der Periodicitatsmoduln 

hyperelliptischer Integrale bei Umlaufen eines 

Verzweigungspunktes, Bd. I, 251 ff. 
, allgemeine Form der zu einem beliebigen 

Umlaufe gehorigen, fur die LsaENDREsche 

Differentialgleichmig, Bd. II, 96. 
L o g a r i t li ni e n in der analytischen Form des 

zu einem singularen Punkte einer linearen 

homogenen Differentialgleichung geliorigen 
. Fundamentalsystems, 

treten niclit auf, wenn die Wurzeln der de- 
terminirenden Fundanientalgleicliung sich 
nicht um ganze Zalilen unterscheiden, 
Bd. I, 198; 

Eigenschaften der Coefficienten der Loga- 
rithm en, Bd. I, 206ff.; 

treten notwendig auf, wenn die determini- 
rende Fundanientalgleicliung gleiche Wur- 
zeln hat, Bd. I, 219. 

Allgemeine Bedingungen fiir das Auftreten 
bezw. Nichtauftreten von Logarithmen, 
Bd. I, 227, 228 ff. 

AndereForm dieser Bedingungen, Bd. I, 236 ff. 

Hodulfunctio n, 

Abh. XXIV, Bd. II r 85 ? 
XXIX, II, 177, 
LXI, III, 159. 

Fuclts, watliom. Werke. III. 



Vergi. LEGENDRESche Differentialgleichung, 

Quotient H; 
Modulfunetion, ihre Verallgemeine- 

rung fiir p = 2. 

Formulirung eines Unikelirproblems fiir drei 
Functionen von drei Variabeln, die aus 
zwei zu derselben Klasse geliorigen line- 
aren Differentialgleichungen vierter Ord- 
nung entstehen. Bd. Ill, 41. 

Fiir die Periodicitatsmoduln der beiden ultra- 
elliptischen Integrale erster Gattung sind 
diese Unikehrungsfunctioiien eindeutig, 
Bd. Ill, 48 ff. 

Die realen Theile und Coefficienten von i fiir 
gewisse auftretende Grossen, Bd. Ill, 6 Off. 

Herleitung der EiEMANNschen Ungleichung 
fiir die Periodicitatsmoduln der ultraellip- 
tischen Integrale, Bd. Ill, 66, 

Verallgerneinerung der Methoden von Abh. 
XXIV, Bd. Ill, 67 ff., [72]. 

Vergl. Umkehrpro"bleme, partielle Differential- 
gleichungen. 

Nichthomogene lineare Differential- 
gleichungen. 

, ihre Untersuchung zuruckgefiihrt auf die 
von zwei homogenen G-leichungen, Bd. I, 221. 
Bedingungen fiir die Coefficienten, damit die 
Integrale nicht unbestimmt werden: 
in einem Punkte, Bd. I, 222, 
in der ganzen Ebene, Bd^ I, 223. 
, ihre Integration, Bd. I, 296 ff. 

Vergl. Hauptintegral, Keihenentwickelung, 

Partielle Differentialgleichungen, 
Systeme simultaner, ihr Auftreten bei line- 
aren Differentialgleichungen, deren Gruppe 
von in den Coefficienten auftretenden Para- 
metern unabhangig ist, Bd. Ill, 125 ff. 
Die Differentialgleichung der Periodicitats- 
moduln ABELscher Integrale als Beispiel, 

Bd. in, 127. 

Die Uatersuchungen von PICARD , APPELL 

57 
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und HORN in ibren Beziehungett zu 
wolinlichenlinearenDifferentialgleicltungen, 



lid. I, 2W. 



deren Gruppe von einem Parameter un- | KxpliritP Anf.t,.llujr .l.-r 

* * . f^n.. .1 . !.**., 11 It. 



abhangig ist, Bd. Ill, ISO ff. 

Die Satze von HOEN fiber den Fall, wo rich 
die Integrate regular verhalten, Bd.III, IBB. j 

GewobnHche lineare Differentialgleichung n*" J 
Orduung, deren Integrale ala Functionen | 
eines Parameters einer linearen Differential- j 
gleicbung w ter Ordnung genfigen, Abb. } 
LXIV, Bd. Ill, 201. | 

Die hyperelb'ptisclien Integrale als Bcispic*!, ] 
Bd. Ill, 202. | 

Bebandluog von n = 2, m = 3, Bd. 111,202 IF, j 

Die Differentialglcichung zweitcr ( )r(hmg 
bat entweder 

a) eSn Integral (lessen logiiritlunfoeho Al>- 
Icitung rational int, Ud.III, 21 1 ff., odor 

b) ibre Gruppe 1st von dciu Parameter 
unabbangig, Bd. Ill, 211. 

"J > a r t i c 1 1 e 1 > i f f o. r e n 1 5 a 1 g I c I c b u xi g c , 
erster Ordnuiitf, Bd.III, 271 ff. 

fUr die realen Tbeile und Coofiu'ienten 
von i der Losuugcn lincurcr DiilVreniial- 
gloicbungen, Bd. Ill, 234 ff. 

Periodicitats m o d u 1 n . 

der byperolliptiscbcn Integrals uls Kitnclio- 
nen einCH Parameters, Abb. VIlI/Bd. I, *J41. 
Ibre Andortnig'cn bei linlauicn tios Para,- 

meters, Bd. I, 248. 
Die diesen Anderungen CMilspHH-lHaidrn franx.- 

aaliligen lincarcu SubHtituti<m( i n, wcnti der 

Parameter ein VcrawoiguntfKpunkt ist, 

Bd. I, 250 ff. 
Lineare boinogeno Differcntial^lrielauigeu fiir 

die liyperelliptiHcben Period icitatsmoduln, 

Bd. I, 258. 
Ibre Gruppe ist von den in deu ( ^oofficicn- 

ten auftretenden Parametern imabbangig, 

Bd. Ill, 32. 
Bestiminung der Coefficienten dicser Diffe- 

rentialgleiclmngen, Bd. I, 250, 2(54. 
Die *WiiYze\ii ibrer deterniinirenden Funda- 



fiir il it Full li}|*'rt ! !!I|itiHflifr Inte- 
gra!** I. uml II, <mttun)r, Btl. I, %:>&. 

iy. HI, L )f .. 

h^jrh Ii'ltni tir AM <*lii|*tiM*in' Iiif*^nil erater 
Bti I. 271; M II, n7. 
far i^ ^Hipti** 1 !.*' Iiiti^nil zwei- 
^r, IW. II. !*. 

wjrlfirhMt l!r*ii* wJtrai'liijiti-i'h^n Integrale, 
lit! I, l'7I; HI, III, :' 

! r !iilff!iii A^"riirtin uml 



1W. Ill, *.. ' 



V ri 



i I ,i ! '-i 



i 1 ii 



tl, III, I'lll, 

iti'ii In- 

i|*i*ii fiir 



Altli. XI I L 

, i \ \ 1 1 1 

LX\, 



\vi'ji r, Il 

liii'.'a^ !)'.: 

iiii*/,l in* > 

lilt.') * , 1 fj 

1UL I ;;$ 



|iunti a. 
IMM !..; 
ii i .'. 



If.l, I. :;-!:;. 

in , i 

,. Ill , . 

.'! I t * u ** , 



\J 



till i 1 . L' 

* /^ hi *MI : 

ho : Jli*i t ',*!' 

r nil ii^i ii Ii * " 
IM. Ill, :''.!. 

ir 1 1 1 " 

i>ii. in, i..-;. ii 



\ ill 



P, ill 



If lilt .il-f'l, 
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ehung, nltraelliptische Integrals, Fun- 
damentalsysteme, Fundamentalsubsti- 
tutionen, Gruppe, Eelationen, Klassen- 
beziehung, WEiERSTKASs-RiEMAimsche 
Relationen. 

Prim form en fur lineare Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung: 
Begriff und Eigenschaften, ihre HESSESchen 

Covarianten, Bd. H, 80 
Primformen niedrigsten JV ten Grades, ihre 
Covarianten verschwinden identiscli, Bd. IE, 
12, 32; N< 12, Bd. H, 39, 120. 
Tabelle derselben, Bd. H, 42, 43, 123, 124. 
Untersuchung des Falles JV = 2 , Bd. II, 

32 ff., 152. 

Hochster Grad einer Primform, Bd. II, 118. 
Satze fiber Primformen, Bd.' II, 126 
Gestalt in der Umgebung eines singtilaren 
Punktes, Bd. II, 133. 

.< . rn 

Quotient H der Perioden des elliptis^en In- 
tegrals erster Gattung, seine Werthe in den 
singularen Punkten und in ihrer Umgebung, 
Bd. H, 96 ff. 
Die Differ entialglei chung , der H geniigt, 

wird untersucht, Bd. II,, 98 ff. 
# = e 4 existirt nur innerhalb des Ein- 

heitskreises von ^ == -; u als Function 
*- 

von q ist daselbst liolomorph, Bd. II, 100 ff., 

[113]; Bd. Ill, 67; Bd. Ill, 166 ff. 
Die dureh H vermittelte Abbildung, Bd. Ill, 

160 ff. 

Z der Perioden des elliptischen Integrals 
zweiter Gattung, Bd. II, 108. 
s = e ' existirt in der ganzen Ebene 

von ^; u als Function von s ist unend- 

lich vieldeutig, Bd. II, 110. 

Becursionsformel fur dieReihen, dienach 
Potenzen von x aj fortschreiten , wenn a f 
ein singularer Punkt ist, in dem die Inte- 
grale einer linearen homogenen Differential- 
gleicnung nicht unbestimmt werden, Bd. 1, 1 90. 



Redueirtes Wur zel (We rth-) system 

einer Gleichung, Bd. H, 27, 120, 331. 

Sein Index, Bd. II, 28, 117. 
eines Integrals, Bd. II, 315. 

Satze fiber solche, Bd. n, 323. 

Vergl. algebraisch integrirbare lineare Diffe- 

rentialgleicnungen. 
Relation, die zwiscnen den Wurzeln der 

sammtlichen determinirenden Fundamental- 

gleichungen einer linearen homogenen Diffe- 

rentialgleichung des Fucnsscnen Typus be- 

steht, Bd. I, 182. 
, HAEDENKAMPSche, zwischen den Periodici- 

tatsmoduln der hyper elliptischen Integrale, 

AbLIX, Bd. I, 283. 
Relationen zwischen den Integralen von 

Losungen linearer homogener Differential- 

gleichungen, erstreckt zwischen je zwei sin- 

gulaven Punkten, 

Abh. XVI, Bd. I, 415, 

LX, nr, i4i, 

LXVI, III, 361. 
Herleitung dieser Relationen unter gewissen 
Beschrankungen fiir die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichungen , 
Bd. I, 427 ff., 447 ff; Bd. Ill, 145. 
Aufhebung jener Beschrankungen, Bd. Ill, 

146 ff. 
Invarianz der Relationen ftir die ganze Klasse, 

Bd.HI, 141, 
Ihre rechten Seiten hangen nur von den Fun- 

damentalsubstitutionen ab, Bd. Ill, 145. 
Sie stellen Beziehungen dar zwischen den 
Coeffizienten der Fundamentalsubstitutio- 
nen nnd zwischen bestimmten Integralen, 
Bd.ni, 150 ff. 

Beispiele: Verallgemeinerte LAM^sche Diffe- 
rentialgleichung, Bd. I, 450, [456]; 
Bd. ni, 155; 

Differentialgleichung erster Ordnung, die 
mit ihrer adjungirten identisch ist 
(WEiERSTRASSsche Relationen zwischen 
57* 
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den Periodicitatsmoduln hyperelliptiselier 
Integrale), Bd. Ill, 152 ff. 
Differentialgleichung zwelter Ordnmig ins- 

besondere GAUSSscbe, Bd. Ill, 154 ft 
Eeilieiientwiekelung, in der ganzen Ebene 
giiltige, fur die Integrale linearer Differeutlal- 
gleichungen, Abh. X, Bd. I, 295. 
Aufstellungen der Beihen durch mieeewive 

Approximation, Bd. I, 299 ff. 
Convergenzbeweis, Bd. I, 303 ff. 
Die specielle Reihe von CAQU, Bd. I, 305 ff. 
BiccATische Differentialgleiclmngr, 
Bd. II, 384 ff., 40. Iff. 

Kntwickelung eines Integrals nach Potcazcu 
von z und /, bezw. von * und log*, 
Bd. II, 407, 409. 

Singulare Punk to einer homognien lineu- 
ren Differentialgleielmng, Bd. I, 1(>1. 
Wesentlieh und ausserwesentliel* suigulftre 
Punkte, Bd. I, 232. 

, versclriebbaro fur Difterentiulgloichuugon 
erster und liolierer Onlnung, Bd. II, 4r>Dft i . 

einer mehrdeutigen Function, ihrc, Klasmti- 
cation, Punkt der XInbcfttimmtlieit, betinnnte 
und unbestimmte Vcrzwcigung, IW. IF, 31)4, 
[416]. 

der Integrale von Differentialgleiehmigen 
erster Ordnung, Hulfsmittel fiir die Unter- 
suclmng, Bd. II, 396, 399. 

Substitution, siche lineare Substitution. 
Syst.eme linearer Differentialglci- 
c li u n g e n und ihre associirten, Bd . II 1 , 2 H 5 IF. 

T bet af unction en, Form Hirer Arguincntc, 

Abh. XII, Bd. 1, 321. S 

Ableitung der CLEBSCH- und GoRr>ANschen 1 

Form der Argumente aus dem Satze lte~ 

MANNS, ABBLsche Functionen, 23, Bd. I, 

322 ff 

Bestinrmmng von &(0, ..., 0) als Function der 

Klassenmoduln, Abli. XII, XIII, Bd. I, 348. 

Ableitung der TuoMAEschen Darstellung von 



II (0, . . . , 0| unter Zup-uiultilopmg der 
('uiRHru- 11. <ojsiANschHi Form der Ar- 
gumcnto dor TlifUif unction, IW. I, ,1,13 ff. 

Die JAt'oBhiehe BiflwRti^l^li'Icliiuig fur !>{0), 
IM. I, :l5t) ff, 

Diflerciitlal^leeliiiiig fllr Jh.,o, . , ., 0| H!H Func- 
tion tier KIit^ciiiiiwiii!ii lxw. IIU<H Vftr- 
xwoigunptjiwiikt^M, Bd. 1, lITiT l!" 

Vcrgl. I VniUcitUtwn0hilu. 
T I K H o T 8 c Ii i* I ) i f t> r e ii t i a 1 r 1 1 * I c. li u n g, 

Bell, :U. 

^Hii lnt 1 f til i m*n, <lic tilt! xn 
*!! Puukti'it i*Jiicr Ituoarm iHitnog 

c'irlitiii^ ^I'lMiri^ru ruitiiamt k ntul- 
jyti*M mil riiiniiiiiT vf*rknUpit*n; 

M.et|jti!Ji. tlir ilirr liirtHiiiiiin^, IM. I, 'M 4 ff. 
1 ; Ftir df^ii FijtiiHwIp'ii Typu*, IfcJ I, .ttMj ii\ 

I'-UL' . VfT-i. Ai.liiWiiitLr. 
II ! l r a ! 11 i p t i h . r h f* I ii f * t: r a 1 *. 

I)irtVrcntial^lftrhun^ tllr lii' IN'ri<Miifi!atM- 

inoclnln, IW. I, 27! ; lit!. Ml, :i,V 
U in k c* li r j> r o 1 1 n lit , Vrr*H;:'in*'in ( rnii;r !<"< 
JAcroiimcJifn, 

Abh. XXX XXXVL !M II, l^;,, nq, 
1*1:1, :?lt*. if*j- i 1 :,".*. j.lit, 4 j7.\ 
XM, Bti.. II, :;4l, 
., XLIX. , il, 4^7, 
,., L t M II ill, 
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nerten Umkehrproblem entspringenden 
Functionen eindeutig sind, Bd. II, 207, 
208. 

Tabelle der Differentialgleichungen , die 
diesen Bedingungen genugen , Bd. II, 
220 ff. 
Die AnzaH der singularen Punkte ist 

nicht grosser als 6, Bd. II, 209. 
Durch eine Transformation wird bewirkt, 
dass unter den Integralzeichen des Um- 
kehrproblems zwelwerthige Functionen 
stelien, Bd. II, 211. 
Analogon des ABELsclien Theorems, Bd. II, 

217, 218. 

b) Die unter den Integralzeiclien stelienden 
Functionen haben den Character von L6- 
sungen linearer Differentialgleichungen des 
FucHSschen Typus und erfullen iiberdies 
nocli gewisse Bedingungen ; fiir n = 2 
Abh. XXXV, L, fur ein beliebiges n 
Abh. XLI. 

Bedingungen fiir die Eindeutigkeit : 
Flir n = 2, Bd. II, 244, 247, 250, 

251, 257. 
Anderer Beweis fiir die Bedingungen 

von 250, 251; Bd. II, 446 

Andere Auffassung der Gleichungen 

des Umkehrproblems, Bd. II, 442 ff. 

Durch Einfiihrung des Quotienten als 

unabhangiger Variabeln kommen 

zweiwerthige Functionen unter die 

IntegralzeJchen, Bill, 260 ft, 452. 

Nothwendige mid hinreichende Bedin- 



gtmgen fiir die Eindeutigkeii, Bd. II, 
272. 
Fiir ein beliebiges n, Bd. II, 345, 346, 

348, 349. 

. c) Losungen einer linearen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung mit algebraischen 
Ooefficienten sollen die Bd. II, 250, 251 
formulirten Bedingungen erfullen, Abb. 
XLIX, fcrner Bd. H, 458fP. 
Fiir p> 0, Bd. n, 439, 459 ff. 

p = 0, H, 439. 
Hiilfssatz aus der Theorie der algebrai- 
schen Functionen; 

Abh. XLVIII, Bd. II, 417, 
LI, II, 453. 

Vergl. Modulfunction, partielle Differential- 
gleichungen. 

Vertauschung von Parameter und 
Argument f u'r lineare Differentialglei chun- 
gen, Bd. I, 416 ft; Bd. Ill, 361 ff. 

Verzweigungspunkte der Integrale von 
Differentialgleichungen, feste und verschieb- 
bare, Bd. H, 35 off. 



Relatio- 

nen zwischen den Periodic! tatsmoduln hyper- 
elliptischer und AsBLScher Integrale 

fur p = 2 abgeleitet aus der Reductibilitat 

der mittleren Associirten, Bd. Ill, 38 ff.; 

fur beliebige ABELSche Integrale aus der 

Reductibilitat der (2 jp 2)^ Associirtea, 

Bd. Ill, 290. Vergl. KelationeB. 
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